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ОТ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА. 


Перевод настоящего второго тома прекрасного руковод- 
ства проф. ВеЪетфась`& нуждается в небольшом предисловии. 

В противоположность первому тому, мне пришлось ввести 
во второй целый ряд мелких исправлений и добавлений. 
Причиною тому является повышенная сжатость изложения 
во втором томе, а также некоторая небрежность этого из- 
ложения, особенно в последних главах, где неоднократно 
пришлось делать пояснительные вставки и исправлять опе- 
чатки, описки и ошибки, хотя и второстепенного значения, 
но все же искажающие смысл. Я должен особо отметить, 
что доказательство теоремы \ последнего параграфа, имею- 
щей основное значение во всем последующем, я был выну- 
жден заменить другим, заимствованным из Курса анализа 
проф. ЗегризК1, изданного в Москве в 1916 г. на польском 
языке. Разумеется, все введенные добавления и исправления 
всемерно ложатся на мою ответственность. 


А. Хинчин. 
Москва, 25/УП 1928. 


ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА. 


Предлагаемая работа, выросшая из лекций, предназначена 
в качестве пособия при прослушании соответствующего курса, 
главным образом для студентов наших университетов. Шо 
этой причине, главное внимание мною всюду обращено на 
точную формулировку основных понятий и точное доказа- 
тельство основных предложений исчисления бесконечно-ма- 
лых. Я всюду старался, как это и необходимо при составле- 
нии руководства, выдвигать на первый план методическую 
сущность доказательств, и вследствие этого во многих слу- 
чаях формулировал теоремы не со всею тою степенью общно- 
сти, какая была бы возможна. В противном случае, — бла- 
годаря малосущественным расширениям, доказательства были 
бы затруднены, и основная идея выступала бы из них с мень- 
шею ясностью. С другой стороны, я всюду стремился избе- 
жать краткости, свойственной справочнику. Там, где это мне 
казалось нужным, я не страшился подробного изложения. 
В интересах читателя, я ограничивался самыми краткими 
указаниями лишь в тех случаях, где приходилось повторять 
какое - либо доказательство при несколько иных обстоятель- 
ствах, но с сохранением основной идеи. В таких случаях я 
всегда предоставлял читателю самостоятельно повторить все 
доказательство в новых условиях. Геометрических и иных 
приложений теоретического характера я касался лишь в той 
мере, в какой они могли служить для пояснения, оживления 
или иллюстрации основного излагаемого материала. Только 
в качестве средства для этого рода целей я и пользовался 
этими приложениями. Однако я уделил полное внимание 
тем проблемам, какие прикладные области ставят самой 
теории, и поэтому всюду пытался доводить ход рассуждений 
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лс практического овладения теми вычиелениями и вообще 
приемами, которые даются теорией. Уже с чисто педагоги- 
ческой точки зрения это представлялось мне превосходным 
средством, чтобы углубить понимание некоторых приемов, 
обычно отноеимых к «ЧИСТОЙ» математике; мне представляется, 
что мы совершаем ошибку не в одном только историческом 
порядке, когда мы отрываем от чистой математики этого 
рода рассуждения, чтобы создать из них, вместе с другии 
подобного же рода материалом, некоторую особую область, 
которая должна быть вклинена между чиетой математикой 
и прикладными науками; этим путем мы непреднамеренно 
заглушаем живое дыхание тех, извне приходящих, побужде- 
ний, которым математика обязана как возникновением своим, 
так и вее новым и новым жизненным материзлом. 

Этим я не хочу оспаривать того, что на-ряду с другими 
отдельными областями чистой математики можно с пользою 
изучать и группу вопросов о прикладном значении тех или 
иных рассуждений, поставивши эти вопросы в тесную связь 
друг е другом. Однако это должно быть проделано на основе 
теории, а никак не вне зависимости от нее или тем более 
в противоречии с нею. 

В соответетвии с этим, в настоящей работе уделяется 
равное внимание как вопросам чисто теоретического значе- 
ния, так и методам, играющим роль в приложениях. Поэтому 
я и пытался везде, где только возможно, показывать, что 
математические понятия в основе своей суть логические 
концепции, стилизирующие те содержания наших предста- 
влений, которые сами по себе непригодны в качестве объек- 
тов для логических операций. Вопрос о том, насколько эти 
понятия пригодны для описания существующей действитель- 
ности, выходит уже за пределы той цели, какую себе ставит 
эта книга; и это тем более, что в разрешении этого вопроса 
не один только математик является компетентным. 

В некоторых случаях я отступал от традиционных, обычно 
применяемых способов доказательства. Ибо во многих слу- 
чаях, в противовес всем традициям, имеется возможность до- 
казать то или иное предложение проще, нежели эго обычно 
принято. В частности, мне хотелось бы обратить внимание 
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на определение понятия определенного интеграла, как пре- 
дела суммы (5 1, гл. №). Идея этого способа принадлежит 
великому французскому ученому С. Зог4ап у, который поль- 
зовался ею при рассмотрении криволинейных интегралов 
в теории функций (не сознавая, впрочем, если верить его 
Курсу анализа, всего ее значения). Далее, я не могу отка- 
зать себе в желании обратить особое внимание на элемен- 
тарное, но довольно обширное исследование, касающееся 
рядов КошчЧег (88 5 и 6 главы УГ; тем более, что обычно 
в наших пространных руководствах эти рассмотрения заме- 
няются другими, менее элементарными; при чем, однако, я 
допускаю, что это не является проявлением злой воли со- 
ответствующих авторов. 

Г.г. РИуа\4олент От. 0. 82482 (ЕгапК#атг ат Мат) и Гегат- 
авзеззог Е. Бейматек ‹Мапжцег 1. \.) самоотверженно вели 
борьбу с небольшими прегрешениями автора и его могуще- 
ственного союзника — беса опечаток. Благодарю их сердечно. 


В:ефетфасй. 
РгалКРогь а. М., весна, 1918 г. 
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1. Задачи интегрального исчисления. 


$ 1. Основоположные замечания. Простейшей и вместе 
< тем наиболее важною задачею интегрального исчисления 
является вычисление площадей. В дальнейшем нам придется 
подробно разъяснить, что мы будем называть площадью той 
или иной области; ибо представление о части плоскости, 
которую мы называем областью, еще не содержит в себе не- 
посредственного указания на число, измеряющее площадь 
этой области. Правда, наивному представлению кажется, что 
всякая данная область имеет площадь совершенно опреде- 
ленной величины, не нуждающейся в дальнейшем определе- 
нии. В настоящей главе, имеющей характер введения, мы 
ъудовольствуемся этим наивным представлением, стараясь на- 
метить основные трудности проблемы вычисления площадей, 
а равно и пути к разрешению этой + 
проблемы, прежде всего на приме- 
рах. Рассмотрим часть плоскости, 
имеющую следующую форму: снизу 
пусть она будет ограничена осью 
д-ов, по бокам двумя ординатами, а 
сверху—дугою кривой, уравнение ко- 
торой есть у==Ё(=) (черт. 1). 

В частноети, мы возьмем кривую у==ег. Следующая 
основная идея приведет нас тогда к вычислению площади 
определенной нами области. Мы заменяем кривую прибли- 
женной ломаной линией, подобно тому как это делается в 
элементарной геометрии при вычислении площади круга. 
Тогда мы легко можем вычислить площадь получаемого мно- 
гоугольника. Мы затем берем все более и более точные 


Черт. 1. 
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приближения и, ссылаясь на наше непосредственное пред- 
ставление, утверждаем, что площади получаемых многоуголь- 
ников имеют своим пределом площадь нашей криволинейной 
фигуры. В случае, если описанное здесь вычисление нам 
удастся практически выполнить, площадь заданной фигуры 
будет вычислена. 

ПримЕЧАНИЕ. Ниже мы увидим, что описанный здесь. 
переход к пределу как раз и служит для определения понятия 
площади; разумеется, существование предела в таком случае 
должно быть доказано из других оснований. 

Переходим к нашему примеру у = е*. Пусть отрезок оси 
х-ов, над которым расположена подлежащая вычислению 
площадь, простирается от х=0 до некоторой произвольной 
абсциссы х. Приближение к нашему участку кривой мы по- 
лучим проше всего так: разделим упомянутый отрезок оси 
л-0ов на п равных частей и заменим расположенную над 
каждою из этих частей криволи- 
нейную трапецию—прямоугольни- 
ком, высотою которого служит на- 
чальная ордината соответствую- 
щего отрезка. Кривая тогда заме- 
няется ломаною линией ступенча- 
того вида. Черт. 2 показывает, что: 
приближения становятся все точнее, по мере того как мы 
делим основной отрезок на все большее и большее число 
частей, ибо соответствующие ступенчатые линии все лучше 
и лучше аппроксимируют кривую. Площадь, ограниченная 
ступенчатой ломаной, равна сумме площадей » прямоуголь- 
ников и, следовательно, равна 
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Площадью нашей криволинейной фигуры поэтому будет 
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АИ пновоноло-нсных замочения 


В числителе стоит сумма членов конечной гесметриче- 
ской прогрессии. Суммируя ее, мы для величины искомой 
площади находим выражение 

. (е—]х 
т ое. 
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Этот предел равен е"—1. В самом деле, 
и 
К | 2 
р п(е В м - Е = 
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(у 0<8<1. 


В качестве второго примера мы рассмотрим площадь, 
ограниченную дугой параболы у===? между ординатами, со- 
ответствующими абсциссам х=0 и 4х. Мы снова заменяем 
кривую ступенчатой ломаной линией и находим для иско- 
мой площади выражение 


ен 


Чтобы вычислить этот предел, нам, следовательно, не- 
обходимо найти сумму квадратов первых »—1 целых чисел. 
Для этой цели мы отправляемся от формулы 


1--28--33--.. ор а 
==1--4+3..123.1--4--2843. 271 3.241|.. 
- (в — 1)3-|- За — 1) 3—1 + 1== 
= И ют 
ЕЗИ 2. ..-Н®— О] я, 
откуда 
т 22-1... — 1} = ии —з= 
—_ и — 1 (2®— 1). 
6 1* 
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Поэтому искомая площадь равна ъ. 


8 2. Указание на связь между дифференциальным и 
интегральным иечиелениями. Рассмотренные в предше- 
ствующем параграфе примеры с несомненностью убеждают 
читателя, что, продолжая итти намеченным путем, мы при 
вычислениях, даже в случаях простых кривых, неизбежно 
встретились бы со значительными трудностями формального 
характера. Мы поэтому укажем теперь на другой возможный 
путь. Уже наши примеры показывают, что функция, вы- 
ражающая площадь, ограничиваемую кривой до некоторой 
переменной абсциссы х, имеет производную, совпадающую 
с первоначально заданной функцией; в самом деле, про- 
изводная функции _ равна 42, и аналогично обстоит дело 
в первом примере. Связь эта обнаруживает себя в качестве 
общезначимой. Именно, если мы обозначим через (<) пло- 
щадь фигуры (черт. 1), ограниченной сверху кривою у = (=), 
то во всех случаях 


В этом легко убедиться, апеллируя к самому понятию про- 
изводной. В самом деле, 


а7 _. КЕ--А»х) 
Ях А 9 Ах 
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Но Л(#-- Аж) — (<)| представляет собою площадь части 
нашей области. заключенной между ординатами, соответству- 
ющими абсциссам хи х-- Ах. Пусть будет М наибольшее, 
а *— наименьшее значение функции у=(х) в интервале 
между точками хи х-- Ах (мы допускаем, что эта функция 
непрерывна); тогда эта площадь заключена между | Ах | и 
| Аз: |; ибо первая из этих величин есть площадь прямо- 


8 `меоюд о ий арен, И ИВ: исчислениями 5 


угольника высоты 42[, заключающего внутри себя площадь 
|[(х-Н 4х) — а), так как М есть наибольшая из орлинат 
в промежутке между х и х-- Ал. По аналогичной причиве, 
ни Ах! | Ц«- Ах) —Лл). Поэтому, 


п« Е 2 м. 


Отсюда следует, что разностное отношение 


(ж-- Ах) — (х) 
Ах 


должно равняться ординате некоторой точки промежутка 
от д до х-- 4х, ибо функция [ (1) в этом промежутке прини- 
мает все значения, заключенные между т и М. Но, с другой 
стороны, при достаточно малом Ах эти ординаты сколь угодно 
мало отличаются от # (5), и, следовательно, 


—_ 


== (т), 


т.-е. производная площади по переменному х всегда совпа. 
дает с первоначальной функцией. Иначе можно выразаться 
так. что площадь есть такая функция, производная которой 
равняется [(<). Такую функцию мы будем называть интета- 


лом от функции [(2) и обозначать так: (л)== (ёдаа. Функ- 


ция [(л), подлежащая интеграции, называется ”одбинтераль- 
ной функиией. Символ интеграла напоминает собою символы, 
служащие для суммировання, и имеет целью указать на поо- 
исхождение интеграла, как предела суммы. Мы ведь, в самом 
деле, видели в рассмотренных нами примерах, что для вы- 
числения площадей нам приходится рассматривать пределы 
типа 
Па Ааа) Ме би,) -- .. 5 Га, 

Здесь мы только ввели обозначения более общего ха- 

рактера, в то время как в наших поимерах Дх, всегда 


5 Т. Задача интеерилъноео нечиелення 


д 
равнялось = Но так как нам приходитея иметь дело с пределом 


при А. стремящихся к нулю (при чем одновременно число 
слагаемых неограниченно возрастает), то для обозначения 
этого обстоятельства под знаком интеграла помещают еще 
символ 4х. На основании изложенного, соотношения 


служат лишь двумя различными выражениями для одного и 
того же факта. Задача отыскания интегралов данной функ- 
ции является, как мы видим, обратною по отношению к за- 
даче дифференцирования, подобно тому как извлечение корня 
есть обращение возведения в степень. Интегральная функ- 
ция не является однозначно определенной, ибо мы знаем, 
что две непрерывные функции, отличающиеся друг от друга 
на постоянную величину, имеют одну и ту же производную. 
Таким образом, если функция Хх) есть интеграл функ- 
ции [(2), и А-—любая постоянная величина, то функция 
=) -- А также есть интеграл функции [(=). Обратно, на 
основании стр. 122 первого тома мы знаем, что два интеграла 
одной и той же функции могут отличаться друг от друга 
только на постоянную величину. 

В самом деле, разность этих двух интегралов есть функ- 
ция, производная которой равна нулю. Неопределенность 
этой аддитивной (т.-е. входящей в качестве слагаемого) по- 
стоянной, которую мы будем называть постоянной интерации, 
геометрически находит себе выражение в том, что началь- 
ная абсцисса а, от которой отсчитываются площади, может 
быть выбрана произвольно; в самом деле, две площади, та- 
ким образом различно определяемые, очевидно отличаются 
друг от друга лишь на постоянную величину, именно на ве- 
личину площади, лежащей между ординатами, соответствую- 
щими двум выбранным начальным абсциссам. В силу этой 


неопределенности, | [(х)ах обычно называют неопределенным 


интефралом. Он становится определенным, коль скоро мы, 


$ 2. Связь меоюоу оифферени. и интегр. исчислениями т 


\ 


напр., установим, при каком значении независимого перемен- 
ного он должен обращаться в нуль. Таким образом, инте- 
грал, выражающий площадь, отсчитываемую от абсциссы х=а, 


есть функция | ва”, обращающаяся в нуль при я=—а. 


*. 
кн 


Ее обычно обозначают так: | [(х)4х и произносят интефал 
- а 

от а 00 х ра4х; ври этом а называют нижним, а х— верхним пре- 
делом интераля; а и х называются также иределами интерации- 
Этот определенный интеграл может быть выражен посред- 
ством любого из неопределенных интегралов. В самом деле, 
пусть =) есть любой неопределенный интеграл, тогда, вы- 
читая из него постоянную величину ./(@), мы очевидно по- 
лучаем интеграл, обращающийся в нуль при х==а. По- 
этому 


| “Кедав-= Де) — о). 


Ближайшею нашей задачею, в силу указанных обстоя_ 
тельств, должно явиться развитие теории неопределенных 
интегралов. Таким образом, блиоюйная задача нами состоит 
в том, чтобы по данной функнии (=) отыскать те функции Га), 
производною которых она является. Во многих случах решение 
этой задачи прямо дается нам тем, что мы знаем из диффе- 
ренциального исчисления. Сейчас мы остановимся на этом 
подробнее. 


П. Теория неопределенных интегралов. 


8 1. Основные формулы. Как мы уже указывали, задачею 
настоящей главы является отыскание функций (х), удовле- 
= = (<). Таким образом, функ- 
ция Ё(=) является данною, а функция (2) — искомою (в диф- 
ференциальном исчислении дело обстояло как раз обратно). 
Мы знаем уже, что поставленным условием функция (=) 
определяется с точностью до аддитивной постоянной. По- 
этому в дальнейшем мы всегда будем выписывать только 
один из интегралов. Прежде всего, читая справа налево 
главные формулы дифференцирования, помещенные в первом 
томе, мы получаем следующие формулы, которые мы реко- 
мендуем читателю проверить с помощью дифференци- 
рования: 


творяющих соотношению 


® =— 1 1 
1. |= И А ‚ если я-=—1. 


= 105 |2]. Таким образом, в случае х`> 0 мы имеем 
Хх 


ах 
= х; но в случае х<_0 так писать нельзя, ибо ло- 


гарифмы мы до сих пор определили лишь для > 0. 
|" 4% 
В этом случае мы получаем ве {—х), что легко 
прозерить дифференцированием. 


3. | 60$ 745 == 1 х. 


$ 1. Основные формулы 9 


э 


4. | яп хх = — с05%х. 
г ах -| 
5 1-22) д ша. 
.} с082 2 ( ) 5 
Ге те == | - Сбе2т) 4х = — сих. 
ах . Г @х 
== И | —— = 816 6052. 
И1— =? И1— =? 
Дело в том, что ате эт х-- ахс с08 х== 5 и мы уелови- 
лись не выписывать явно постоянной интеграции. 


. 
8 + ПИ 75—10 хи Е а — ас сю х 


я и 
(ибо агс 4 х-- атс с т=5.)- 


9. |= Дл — е*. 


Мы переходим теперь к некоторым правилам более общего, 
характера: 


10. | Г (9 (=) а — |7 (2) а | 9(х) ах, т.-е. интеграл 


суммы равен сумме интегралов; это следует из правила, со- 
гласно которому производная суммы равна сумме произ- 
водных. 


11. Если а--постоянная величина, то [47 (1) ах== «|! (2) ах. 


*/ 


12. Есливи $— постоянные величины, то из | { (2) 9===(=) 


следует | (ат-- 6) ах== р У (их --6). Это легко проверить диф- 


ференцированием. 
13. г > 4х —105 [(2)]. В самом деле, при { (х) >> 0,7 (| = 
@105 [(х) 
==[(2) и Ио у -Если же [ (1) < 0,то { (=== —[ (=), и 


формула снова легко проверяется. 


19 17. Теория неоп ределениит интегралов 


14. гоп. и вообще 


<! 


15. | Г ак Иа, вели вы: 1. 


Все эти формулы читатель без труда может проверить 
дифференцированием. 

Те несколько формул, которые мы выписали, позволяют 
уже интегрировать значительное количество функций. Глав- 
ным затруднением при этом является приобретение спе- 
циального навыка, необходимого для того, чтобы в каждом 
данном случае непосредственно усматривать, каким путем 
задача может быть приведена к одной или нескольким из 
наших основных формул. Для этой же цели прежде всего 
необходимо твердо запомнить самые формулы; пусть же чи- 
татель не преминет сделать это. 

Мы теперь применим наши формулы к нескольким при- 


мерам: 


|= 2х Е — 608 2х. Формулы 4 и 12. 


{< 14х=— за —-— 105 |082]. Формула 13. 


[ей ы-= 


Ге х —10° ‘эта’. Формула 13. 
[= == | Е = (1 :). Формулы 8и12. 


фх\? 
ах ы р 1 р 
ие Формулы Ги 12 (или 


непосредственной догадкой). 


о 


| (&— 3): а (х—3)3. Подобно предыдущему. 


102 ах 1 
(а 4х == \е 44 = - а". Формулы 9 и 12. 
т] р 105 а 


Х =. Интеграция произвеаения 11 


х (т? 13 = 4х (2-13 (22 а @х = 
` В Р(х) 


=" 1)+. Формула 14. 
= 2 1 Е 
Е Е 1--=. Формула 13. 


$ 2. Интеграция произведения 1). Выше мы уже поместили 
формулу, являющуюся обращением формулы для производной 
суммы. Теперь мы займемся обращением формулы для произ- 


х 4 (их) 
водной произведения, имеющей вид 22 


—иу-Р из. Функция 
иу есть, таким образом, интеграл функции и»'-!- и’, то-есть 


во [м аг-- (ме 4х или, что то же, 
|= 4х — из — [м ах. 


`. 


Таким образом, с помощью этой формулы отыскание 


интеграла [и 4х не доводится до конца, но приводится 


к отысканию некоторого другого интеграла. Но в том-то 
и состоит смысл этого приема, что этот новый интеграл 
иногда (и по большей части, если прием применен искусно) 
оказывается проще первоначального. В этом, таким образом, 
и состоит цель этой формулы интеграции по частям. Раз- 
умеется, применение ее возможно только в том случае, если 
интеграл одного из множителей (который мы обозначили 
через о") нам уже известен. 


ПРИМЕРЫ: 

анис асе [сова де == — сова - та. 
и — 

г р ^ 

фээзш хх == — 2° с0вх--2 х со; х 4х = — 22603 х -|- 


--2хзтх р 2е0зх. 


') Называемая также интеграцией по частям. 
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[зебение— е2 [5 == е*— е*. 


. *.: 


1 
|1 - 06 х4х== хЮЕх— |4. 1 =4108 я— 4. 


= х ах —= — тхс08х-- | с05?х 4х. 


В последнем случае мы как будто ничего не выиграли, 
ибо о новом интеграле мы знаем столько же, сколько о перво- 
начальном. Но полагая 05? х =1 —51т21, мы получаем: 


ыы 4х —=-— 1 1 с034 + [в [тва ах. 


В правой части мы снова получаем искомый интеграл. 
Но, перенося его в левую часть, мы находим: 


2 | пеар — мало х-- т, 


откуда 
х— 91216055 


2 


= т дх = 


Примененный в настоящем случае искусственный прием 
часто оказывает существенную помощь. 


8 3. Интегралы типа | Эл” д с05" < 4х. В качестве важного 


примера, мы несколько подробнее рассмотрим теперь инте- 


Ро 


гралы тила | ШГ 4603” х 4х, где ти я.— целые числа. 


В первую очередь, остановимся на нескольких частных 
случаях. Основные формулы 15 и 13 показывают, что 


с08 "+11, если т —1 


| 31 5 ©0587" х 4% == |-- т 1 
— 105 [6082], если т=— — 1. 


$3. Интегралы тита |] $11. С03'7Х Ч 13 


Далее, при помощи интеграции произведения, мы находим: 


| эл (5 | За 1 "1 д 45 = 
==— с05 ут "-11-- (п—1) | с03? хзш"--? хдд == 


== — с05 я зш" 1 ж-- (я —1) | (1 — 5112 х) 91"? < ах, 


откуда Т) 


мет 60$ 2" 1х -|- Е ` 81"-2 дах. 
Разумеется, эта формула дает упрощение только в том 
случае, когда я положительно; при отрицательном же я мы 
должны рассматривать интеграл, стоящий в правой части, 
как более сложной; в этом случае мы будем, следовательно, 
пользоваться полученной формулой, читая ее справа налево, 
и таким путем получим упрощение задачи. Для ясности, мы 
в этом случае положим я—2=—— т, и применение указан- 
ного пути даст нам 
ах _ —1 005 т— 2 4х 
= т Ра т 
Формулы, подобные двум последним, называют рекуррентными 
формулами. Повторное применение такого рода формулы при- 
водит, в конце-концов, к решению поставленной задачи. Фор- 
мула, выведенная для случая отрицательного и, может быть 
получена и более прямым путем: для этой цели следует от- 


делить от дроби 


1 
множитель ——— , интеграл которого, 
512х 


ши” я 


как мы знаем, равен — сё х. Интегрируя затем по частям, 
мы находим: 


4х __— 082 _ —2) 608? 2а 45 __ 
Зи" х 9-2 Ш" х 
— 0х 5? 2х _ 
== —_ т— 2 = 
вн х т" х т ( 2) | Я 
ви 5х | т—2[ их 
т — 1 зщ" Гт—1| ях 


1) Употребляя прием, примененный в конце $ 2. 


14 Н. Теория исопредел ченных интсгролов 


Эта формула, которую мы, таким образом, доказали вто- 

рично, в случае четного т, в конце-концов, приводит к инте- 
” ах 

№ ЕР сш х, а в случае нечетного т— к инте- 


гралу т -—. Е этому интегралу нам метод не применяется 


более, и, следовательно, мы должны рассмотреть его 0с0бо. 
г ах 

Мы в дальнейшем приведем его к интегралу | — ——— ; те- 
$Ш д 03 


перь же мы займемся отысканием этого последнего. Для него 
мы находим: 


з ыы: 1 
4х 515 с052\% 
в \ == \ —. Че Ю ша. 
811 2 608 5 с0$? © х 


; . # х . = 
Но яп 2—2 п 5, 608 5. Поэтому; обращаясь к основной 


формуле 12, мы получаем | =— 05 & 5 Применяя снова 


только что упомянутую формулу, мы находим 


ах ах 


Е ЗА ЕЕ Е Е ад пе Па 
608 х . ( И в 
т [5—2 


Читатель теперь самостоятельно сообразит, каким обра- 
зом все сказанное следует применить для вычисления инте- 
С их 

гралов типа 665" хажи —. 

 с08% 5 


*) 


Примеры:. 
р Г 
| зд ах = зш д 813 Чх == 


=—=— 608. чаЗх -- 31 с052 х 3112 2 ах = 


® 


ОВЕН т? х ах — 3 еее 4. = 


==- 46081 этз я 8 (х — 145054); 


| ах В ых 1 д 6085 
* == НО Ире : г . В ке ( Я и 
151 х \ эх ми? 3112 2 \ 3х 


605 х ^08х _ 
2 |: 


эт 3 4х 
сз х р. _@х 2 ах > 
зшзх Я | 
1 с05х 2 
сх 


Мы теперь переходим к интегралу [мп совм д. Поло- 


г) 


жим 


$1 4 608" == ——— : И +1 
я-а 605 "11 1), 


и применим формулу интеграции произведения. Тогда после 
некоторых преобразований мы получим: 


ет Е 
| тп ТГж-я 


ты 25605"хах. 


Мы можем также, заставляя зш х и с0$ х поменяться ро- 


та . 
лЯми, положить 608 х = а: (811731 я). Тогда мы 


находим: 


ЗП "+1 д 605" 1х о тр. 
т: и З11° 2608 "—2 5 4х. 
а неа 


| тя д 603 х 4х = 
На практике, разумеется, следует применять ту из этих 
двух формул, которая скорее приводит к цели. 
Пример: 
$112 2х ©08П х 


9 ’з 
зтЗх 60810 х Че = — : с | зшх 60810 5 4х = 
| 813 


* 


82 х с0$ 11 х 2 
Ре ок 603 х. 


ВБббе — 11.13 
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Полученные нами формулы, очевидно, не всегда приме- 
нимы. Они вообще теряют смысл при 9 =— п». В этом случае 


мы имеем интегралы типа (стхах и [ощкзае. 


-/ ® 


Но путь к отысканию этих интегралов содержится уже 
в выводе наших формул, при чем нам придется только оста- 
новиться ранее, чем в общем случае, ибо первая интеграция 
по частям уже приводит нас к цели. В самом деле, мы по- 


лучаем: 


911" эт ”"-1х а 1 
у: = Е а г) а 


1 


т— 1 


| "| фо "2 д ах, 


и аналогично 


603" 2 608 "1х 4 1 
| 2 | а ор о 1” аа) ПИ 


« 


. мо == | Св "2х ах. 


ПРИМЕР. 
ты 


- 


удобно 


605" х 4х зт"”х 4х 
Ятх с08х 


В случае интегралов пола | 


применять особый искусственный прием. Мы полагаем 


е05" х 1 — чаах 1 
| 4%= оо х— (== Л со" д-- 


т х зшх я 


5 ©03"--2 а 
шах г. 


ч аналогично 


(5 зн" 2 у р 


— : т”? ш-- | 
со“ т—1 ] с05х 
( 4х 
В случае интегралов типа \--—————_, мы можем либо 
Эт” 2 60° 


пользоваться выведенными рекуррентными формулами, читая 


Я 4. Способ повстоновкя 7 


г ЕЕ о Е ры ое чае 


их справа налево, либо отделить множитель 


ЗЕ епт 
и интегрировать по частям; те несколько случаев, где это не 
приводит к цели, уже рассмотрены нами на предшествую- 
щей странице. 

$ 4. Способ подетановки. Наконец, мы переходим к обра- 
щению цепного правила дифференциального исчисления 
(правила дифференцирования функции от функции). Этим 
путем мы придем к так называемому способу подстановки, 
который является одним из самых сильных орудий для инте- 
грирования функций. Пусть Е()==#|[<(#] есть функция пере- 
менного #, получающаяся посредством подстановки в функ- 
цию /(2) на место х функции %(). Тогда мы имеем 


во | гой ук (ба. 


Но, с другой стороны, 


ЕР -=Г а) = |" дах 


Поэтому, обозначая иначе функцию {’ символом 9, мы 
будем иметь 


| «фа = | МОРАОА 


Это выражают, говоря, что интеграл правой части полу- 
чается из интеграла левой части посредством подстановки 
х==9(). При этом может оказаться, что интеграл, получен- 
ный с помощью подстановки, проще первоначального, и тогда 
подстановка приносит выгоду. Таким образом, если мы хс- 


тим указанным способом найти = 9(1)4=, то прежде 
всего мы находим Ё(И = 9[9(] © (/аЕ Но это найденное 


< 


нами 17”({) есть не что иное, как „7[$(1)|; иными словами, 
<) = Е[Кх)|, где через Кл) мы обозначаем решение соотно- 
шения 5==5( относительно & Чтобы не получить при этом 
какой - либо неопределенности, мы должны допустить, что 


Диффореациальнов п пгегооденоя, дозиеления. $ Ш , 3 
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==) и # == (5) суть однозначные функции. Пусть, напр., 
функция 2 = +(() однозначно определена для я<#= 8, и пусть 
значения ее пробегают интервал а=х=6,в то время как # 
изменяется от а до В. Тогда функция {==К1) должна быть 
однозначно определена и пробегать интервал от а до 8. в то 
время как х изменяется от а до 6. Далее мы предположим, 
что в упомянутых интервалах функции (1!) и К2) имеют 
непрерывные производные. 

Из этих предпосылок следует, как мы знаем из диффе- 
ренциального исчисления, что $(1) и :(х) суть монотонные 
функции. Таким образом, если мы хотим определить -/(х) для 
а=х=6, то сначала мы определяем функцию ЕС для 
а=1=В а отсюда, совершая подстановку #==Кл), находим 
уже значения, принимаемые функцией .Лх) при а= = 6. 

ПримЕчдАниек. В доказательстве (именно в том его 
пункте, где мы заменяем производную /’ произвольной функ- 
цией 9) мы пользуемся тем, что всякая непрерывная функ- 
ция может быть рассматриваема как производная от неко- 
торой другой функции, т.-е. что она имеет интеграл. 

Ниже мы дадим доказательство этого обшего предложения. 
Если читатель не пожелает опираться в этом пункте на еще 
не доказанную теорему, то пусть он станет на ту точку зрс- 
ния, что способ подстановки обоснован нами лишь для функ- 
ций, имеющих интегралы; с другими ему никогда не при- 
дется встретиться. 

Для технического выполнения подстановки мы заметим 


еще себе, что для того, чтобы в интеграле ово сделать 


подстановку 2 == 1(#), мы должны: 1) подставить +(1) на место х 
в функцию 9(х), и 2) положить 4х == 9'(04. Мы теперь пока- 
жем силу нового способа на нескольких примерах. Неко- 
торые из уже доказанных нами формул, в сущности, являются 
частными случаями правила подстановки, напр., ис 12 


для ооо Подставляя ах-|-6—& мы находим г Е 4+. 


Рассмотрим также формулу 13 для И 4х. Полагая /(х)=, 


$ 4. Способ подстановки 


— 
> 


(И 
мы находим и. [(2)!. Точно так же, полагая 


в формуле (15) для Стеллы: (2) = мы находим 


Е 1 
| РЕ — Е 2+1— =: Гат. 


Весьма важную роль играют тригонометрические под- 
становки в роде х=:т Напр., полагая в интеграле 


у 1 —:2 4х : ==> ф, мы получаем | соз? ф 4%, что равно 


. ы | , ВА г а 2 . 
"Е ВЕНЕ а ТТТ. Таким образом, р — 417? 4х== И ля ох 


— 4х положим 1==У4- 5%. 


алее, в интеграле 
д р ее И 2% 


Тогда интеграл получает ВИД 
1 (еда (и — ве ва вое и 
у | 56^—3 
ое а. ее, се 
—=50 (И&- 22—35 (И 2234 4/25. 


Подобного рода подстановка позволяет вообще упростить 
зсякий интеграл типа ее Иах-- Вах, где В есть какая- 


либо рациональная функция. Полагая #==ах +6, мы при- 
водим данный интеграл к виду 


ое, [)! 4 
а а 


т.-е. к интегралу некоторой рациональной функции. Ниже 
мы укажем общий метод для интеграции рациональных функ- 
ций; таким образом, указанная нами подстановка приводит 
к цели всякий раз, когда подъинтегральная функция ра- 
циональным образом зависит от хи Иа- 6. 


2« 
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Подобным же образом совершается рационализация инте- 
гралов типа | (1, р 1—2) 4ь, где [(х,У 1—4?) снова озна- 


чает какую-либо рациональную функцию входящих в нее 
аргументов. При этом, однако, в общем случае, тригономе- 
трическая подстановка, примененная нами выше, не может 
быть рекомендована, ибо она привела бы нас к интегралу 
некоторой рациональной функции от ти 031, с каковою 
мы, вообще говоря, непосредственно справляться еще не 
умеем. Поэтому, более выгодною здесь сказывается подста- 
новка У1— 22==11—1. Отсюда мы получаем 1 — 2? = 
Е следовательно — х = 2х—2, и значит 


2! 2—1 
гв и И! — ЕВЕ Отсюда мы получаем 
4х 21—12) 
Я Че” 


Внося все полученные результаты в интеграл, мы приво- 
дим его к интегралу рациональной функции, а именно: 


т] 1—-12 
2 (г ГЕ и) атЕае 4 


ПРИМЕЧАНИЕ: Примененные нами здесь выражения 
для хи УГ 22 в основе представляют собою не что иное, 
как рациональное параметрическое представление окруж- 
ноети 22-9? ==1. 

6 5. Интегралы типа | В(х, У ал? 65 с)ах. (Первый спо- 


- 


соб.) К интегралам этого типа принадлежит уже последний 
из интегралов, рассмотренных в предыдущем параграфе- 
Подобного рода подстановками можно рационализировать 
любой интеграл, подъинтегральная функция которого рацио- 
нальным образом зависит от х и от квадратного корня 
из некоторого трехчлена второй степени относительно т. 
Однако мы с самого начала считаем нужным заметить, что 
этот путь, которым мы затем воспользуемся для нескольких 
частных случаев, рекомендуется именно только для этих 
простых интегралов частных Типов. 


$ 5. Интегралы типа [ В(х, Уа?-- 65 + дах 91 


Для общего же случая мы ниже познакомимся с другим 
способом, который оказывается несравненно более удобным. 


1. и 7 Полагая у 1 =, мы находим 
и 1-х 


1 
2: ° 


= 


Е 1 НВ {2 ь 42 _ = 112 | 1, 
2: г Е - 

вследствие чего интеграл приводится к виду 

(4 


Г 18 |1 


Таким образом, 


ев |=-НУ=-ЕИ. 


2-1 
7 т Полагая У2?—1==—х— мы находим 
а, И, в. 
Следовательно, 
жа — ст == 10$ |&РИ=—1|. 


Примечднив: Допуская введение мнимых чисел, можно, 
конечно привести последний интеграл к функции атс эт х. 
Таким образом, в области мнимых чисел мы имеем опреде- 
ленную связь между логарифмом и агс зтитом — связь, ко- 
торая действительно доказывается в теории функций. Мы 
рекомендуем читателю твердо запомнить две последние из 
олученных нами формул, на ряду с основными формулами; 
дело в том, что знание этих формул оказывает существен- 
ную помощь при отыскании интегралов общего типа, поме- 
ченного в заглавии; в этом мы отчасти убедимся здесь же, 
но в дальнейшем будем иметь случай убедиться еще 


ах 
подробнее; так, например, интегралы типа [= а 
р ах - ы че бр” 
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посредством простых подстановок могут быть приведены 
к интегралам рассмотренных частных типов; для этой цели 
служиг процесс, применяемый обычно уже при выводе фор- 
мулы решения квадратного уравнения. Мы стараемся пред- 
ставить выражение а? -|-- 6х |-с в виде суммы или разности 
двух квадратов, и находим 


2 2 
ах? | фе в = «(= 2.) ыы 7 


При всех возможных здесь комбинациях знаков интеграл 
может быть приведен к тому или другому из рассмотренных 
уже нами интегралов. Рассмотрим подробно, как это происхо- 
дит, хотя бы в одном только случае. Пусть, напр., а>0 в 
4ас — 62?>0, тогда наш интеграл 


Иные Ив Гы [Е 
1} о 


_2а 6. .,[ 26 
и +5 
Ие—® Иче— 
Нодобным же образом решается задача и в остальных 
случаях. Проще всего является тот случай, когда 4ае—$2—0. 


Разумеется, к действительному интегралу в этом случае мы 
приходим только тогда, если а`>0. Тогда мы получаем 


шо 


ах в Ай. — ах Е ах Ре 
арфа — В\2 м В — 
У ал 6=-- У (+2) Из (= 5.) 
== 1 Ре | й й 


Рассмотрим еще некоторые частные типы интегралов. 


Г Ь 
Пусть, напр., мы имеем интеграл о - 4х. Мы 


сразу замечаем, что числитель является производною того. 


$ 5. Питегралы типа [В(х, Гал? вх бах 23 


многочлена, который стоит под корнем в знаменателе. Сле- 

довательно, интеграл равняется 2/ ал? 6 --с. К рассмо- 

тренным до сих пор интегралам* приводится и всякий инте- 

25-4 

грал типа \ -—-_ —— Их, где в числителе стоит произволь- 
ДИ а фж--с 

ная линейная функция. Мы полагаем 


г (дах А. 2ах 6 
| Иа Ре 24 | Иа -Ес 


Я; — 


бр ь [ 4х 

2а та: ь 
откуда и видим, что рассуждения прежнего типа всегда 
позволят нам в этом случае закончить интеграцию. Рассмо- 
трим еще интеграл типа у а2?-|-5% с ах. Мы можем на- 
писать его так: 

де фи! т ах ф 
Иа с 2 Иа -Рс 


и в первом из интегралов правой части производим инте- 
грацию по частям, что дает нам 


Е 2аз +6 и НЕ ОТ 
Е т гу ЕЫ ЕЕ Уаз ок. 
Таким образом, мы получаем 
г в. бы 1 фе 2с 
р } ей 2 ен ИХ; 
| Уз Е 8=--с 4 5 Уаз Ее узиыч 


последний интеграл правой части, очевидно, принадлежит 
к рассмотренным уже типам. 


Пример: 


ее &2-|-1 С екОвОАЫА 12 
(иИгЕя а Рае ти |- 2? Н5 | — = 


&: 


ен. Е 
=а 1 НР + Ю| «НИЛ НЕ? | 


* 
Е 
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8 6. Разложение на простейшие дроби и интеграция 
рациональных функций. Прежде всего нам необходимо 
научиться придавать рациональным функциям некоторую осо- 
бую форму, в которой их всего удобнее подвергать инте- 
грации. При этом, интеграция целых рациональных функций 
не представит для нас затруднений, ибо мы умеем интегриро- 
вать степени, а следовательно, и любые линейные комби- 
нации из степеней, каковыми и являются многочлены. 
Поэтому мы должны обратить все наше внимание на дробные 
рациональные функция. Такая функция всегда может быть 
приведена к виду хо, где числитель и знаменатель суть 
уже целые рациональные функции. Метод, который мы имеем 
в виду применить, основан на рассмотрении корней знаме- 
нателя этой дроби. Мы допускаем, что во всех случаях число 
этих корней равно степени знаменателя (опирансь на основ- 
ную теорему алгебры, о которой мы говорили на стр. 9 пер- 
вого тома). Будут ли все эти корни различны между собою 
или среди них найдутся равные, во всяком случае мы всегда 
можем представить знаменателя (степень которого мы 0б0- 
значим через ®) в виде произведения я линейных множи- 
телей: 


м 3, 3, 
№2) =(#—а,} (#— а.) .--(п—а,) 1) 
(ыы ----. ==). 


Если степень числителя больше или равна степени зна- 
менателя, то мы разделим числителя на знаменателя и 
получим при этом некоторое частное и некоторый остаток, 
степень которого меньше степени знаменателя. Это дает нам 

РЖЕо) 7 (5) 


№) 9 (=) -[- К (=) 


и позволяет в дальнейшем ограничиться расемотрением 
лишь таких дробей, где степень числителя меньше степени 
знаменателя. Мы поэтому предположим сразу, что наша 


4) Мы допускаем, что коэффициент старшего члена знаменателя есть 1; 
в противном случае, мы сократили бы на него дробь. Ирин. пер. 


ие: 6. Резложнв. на простые дроби и интегр. нь а З5 


7(1) Е 
дробь (2) удовлетворяет этому условию. Кроме того, мы 


будем считать эту дробь несократимой, т.-е. допустим, что 
числитель и знаменатель не имеют общего делителя, завн- 
сящего от 2. 

Рассмотрим теперь в отдельности различные возможные 
здесь случаи. Допустим, во-первых, что все корни знаменателя 
различны между собою. Мы постараемся в этом случае пред- 
ставить нашу дробь в виде суммы таких дробей, каждая из 
которых имеет знаменателя с одним единственным корнем; 
такое разложение мы будем называть разложением на простей- 
шие дроби. Чтобы достигнуть этой цели, мы попытаемся 
вычесть из нашей дроби такую простейшую дробь, чтобы 
знаменатель оставшейся дроби имел меньше корней, нежели 
знаменатель первоначальной. Мы вычтем прежде всего выра- 


А 
жение вида Е. и спросим себя, как мы должны выбрать А 
| 
для того, чтобы знаменатель разности 


=) А 
(х—а,) (5 —а,)--`(2—а,) #— а, 


не обращался в нуль при х==4,. Для этой цели мы должны 
устроить так, чтобы и числитель получаемой разности де- 
лился на х— а, т.-е. обращалея в нуль при х==4, ибо 
тогда мы будем иметь возможность сократить дробь на 
множитель х — 0. Для этой цели мы должны положить 


Ка.) — А(а, — а.) (а — а) - - (аа — а,) =0 
Иа). 
\“(а,)° 


разности мы, пользуясь тем же приемом, отнимем выражение 


откуда (см. стр. 146 первого тома) А == От оставшейся 


А 
вида Е с таким расчетом, чтобы знаменатель новой раз- 


2 
ности имел еще одним корнем меньше. Продолжая этот 
процесс, мы, очевидно, придем, в конце концов, к желаемому 
результату. Однако, только что сделанная нами ссылка на 
соотношение, имеющее связь е интерполяционной формулой 
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Т.вотапое`‘а, наводит нас на мысль о том, нельзя ли с помощью 
этой формулы получить сразу искомый нами результат. И 
в самом деле, если А, —=7а,), А, = а,),--. суть значения, 
принимаемые числителем нашей дроби для тех значений х, 
которые обращают в нуль ее знаменателя, то формула 
Гастапоеа показывает, что многочлен й(4) (степень которого 
не превышает я— 1) имеет форму 


[мА №) 
2 —) а ‘зв, 
откуда 
К® _ А, 1 А, 1 1 


Ри. .-- а . Е 
№) №а)`х—а °М№(а,)`х—а, №(а,) `х— а, 
Таков, следовательно, результат, которого мы искали. 

ПримЕР: На практике по большей части бывает удобнее 
определять коэффициенты простейших дробей не из этой 


формулы, но, пользуясь только доказанным существованием 
такой формулы, вычислять их непосредственно. Полагая, напр., 


1 А в 


2—1 1—1 Л } 
мы находим, приводя к одному знаменателю, 


1 _ 4241) В:—1) (АРВаЕА-В 
1 ИНН аа 


2—1 _ 12 — д —1 


Таким образом, для любого х должно иметь место соотно- 
шение (А-|- В)х-|- А— В==1, откуда для определения Аи В 
мы получаем пару линейных уравнений 


А-В =0, А—В=Ь 
1 
5. 
Допустим теперь, во-вторых, что не все корни знаменателя 
различны между собою. Пусть тогда 


что дает нам АУ, В=— 


ы * *, 
\(2) =(5— а.) -..(—а,) . 
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Тот же процесс, основанный на вычитании простейших 
дробей, в этом случае докажет нам существование разло- 
жения на простейшие дроби следующего вида: 


А) _ 4 _ 4 _ ее 2+, д 
М) @-—а)’ а" | х—а о 
Е — Е В, уве] г. Е „2. 
(т—а,) (1—а,) т— 
--- С 


И в этом случае следует заметить, что фактическое выпол- 
нение разложения в конкретных примерах удобнее совер- 
шается не указанным процессом вычитания, а выписыванйем 
формулы с неопределенными коэффициентами и определе- 
нием затем этих последних из линейных уравнений, подобно 
предшествующему случаю. 
ПримЕР: 
од, Фе 
(5--1)(5—1)2 (2—1? я а! 


Приводя дроби в правой части к одному знаменателю, мы 
находим 


14, (@-- 10+ 4,2 — 1-Е В&— 1, 
или, располагая по степеням переменного =, 
(4, -- Б) 2 -- (АА —2В=-- А — А, В=1. 
Отсюда мы получаем линейные уравнения 


А,-- В=0, АА —2В=0, А — А, В=; 


1 
5, А. =— т, В чем задача и 
разрешена. На первый взгляд представляется, что и самая 
проблема интеграции этими рассуждениями решается до 


1 1 
решая их, находим Л, = 


В А 
конца; ибо интеграция выражений вида УЕ разумеется, 
(л—а 
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не вызывает никаких затруднений. Таким образом, интеграл 
всякой рациональной функции составляется из рациональных 
функций и логарифмов рациональных функций. Однако 
необходимо считаться с тем, что среди корней знаменателя 
могут оказаться мнимые. В таком случае, примененный нами 
процесс интеграции являлся бы неоправданным. Уже простой 
интеграл [ат представляет нам пример такого случая; 


как мы знаем, интеграл этот равен агсх. Таким образом, 
и в общем случае, когда среди корней знаменателя имеются 
мнимые, нам следует попытаться совершить разложение, 
предшествующее интеграции, каким-либо иным путем 1). 
Основание для такого пути мы найдем, замечая, что ком- 
плексные корни естественно соединяются в пары; именно, 
если х —=а--Ы есть один из корней знаменателя (который 
мы предполагаем действительным многочленом), то, разу- 
меется, число х-—=а —6: также есть его корень, при чем оба 
корня — одинаковой кратности. 

Пусть «--@ есть один из корней знаменателя, а — & — 
сопряженный корень, тогда знаменатель делится на про- 
изведение [х —(а-|- )| [х — (&— 61] = (х —а)?-- 62. Так как 
мы можем с самого начала, вышеописанным процессом вычи- 
тания, удалить все действительные корни знаменателя 
(если бы таковые имелись), то мы в праве с самого начала 
предположить, Что знаменатель имеет только мнимые корни. 
В таком случае, он имеет вид: 


№2) — [(х — а}? ти п] | [(& __ а.) тт #2] В 


Чтобы теперь получить нечто вроде разложения на про- 
стейшие дроби, мы предпримем некоторое обобщение опи- 
санного процесса вычитания. Мы вычтем выражение 


Ре-- © 
[(2— а" 


1) Правда, можно было бы стать на ту точку зрения, что мы допускаем 
мнимые числа в качестве эвристического орудия с тем, чтобы каждый 
получаемый с их помощью результат непосредственно проверять диффе- 
ренцированием. 


с таким расчетом, чтобы знаменатель 


вида 
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остающейся дроби содержал одним множителем (л — а, -|- 61 
менее. Таким образом, числитель разности 


Ах _ Ро 
№ ев Ы” 


должен иметь своими корнями оба сопряженных числа а-|- & 
и а—Ы, что дает нам два уравнения для определения дей- 
ствительных чисел Р и ©. Продолжая аналогичным образом, 
мы убеждаемся, что наша дробь может быть приведена к виду 


Их) _ Ре ©, ха. 2 Р.х-|- ©, 
№=) ео РГ е-ч--ыр 
Поэтому, во всем дальнейшем нам достаточно рассмотреть 
интеграцию дробей вида 
Ре -- © 


Для этой цели мы прежде всего замечаем, что соответ- 
ствующей подстановкой все приводится к интегралам типа 


а 


(а) 


Обращаясь же к изучению интегралов этого типа, мы 
находим: 


г Рх Р 1 1 
ая ов (22 1)*1 


Остается еще, следовательно, раесмотреть интеграл 


— 
ре 
— 


1 
Совершая в нем подстановку вы ‚ мы получаем инте- 


грал 
ве. 9? {п—1) 


} арх“ 
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к которому мы применяем интеграцию по частям и получаем: 


< уп “у 2—3 2у 
аи | изя» 
уу "3 1 2п—3 ут 


2 — п) Пе" мн эм 


Продолжая подобным образом, мы приходим к отысканию 
данного интеграла. 


При мЕР: 
ах _ _ | 24% В — 
азиз |аие- +2 гр дея“ 


у 1 
те 
р а 
аа) 5“ Е 


$ 7. Интегралы типа, Е ая? |-65--6) 9х. (Второй 


еповоб:) Обратимся снова к случаю, когда подъинтегральная 
функция рациональным образом зависит от х и от квадрат- 
ного корня из некоторого трехчлена второй степени отно- 
сительно х. Подобно случаю рациональной функции, мы 
и здесь прежде всего постараемся привести подъинтеграль- 
ную функцию к возможно более удобному виду. Рациональная 
функция Р и здесь может быть представлена в виде дроби, 
числитель и знаменатель который суть челые рациональные 
функции от хи у/а2 16-е. Но такая целая функция 
всегда приводится к виду А (2) + В (2) У а Ъд-Е с, где А (2) 
и В(х) суть целые рациональные функции от одного только х. 
Ибо вторая степень корня есть целая функция от т, третья 
степень корня есть произведение этого корня на целую 
функцию от 2, и т. д. Следовательно, подъинтегральная 
функция приводится к виду 


А-ВуУ (АЧВУ ) (0 Ву_ р 
ОИ (ОБИ У-ви ) 


==Р()-- 9 (%)-У — 
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где Ри 0 суть (дробные) рациональные функции. Отделяя 
интеграл рациональной функции Р (2), мы сводим все к рас- 
смотрению интеграла 


| осо И = | а. 


Здесь же мы разлагаем рациональную функцию 0, (2) на 
простейшие дроби. В конце концов, все сводится к расемо- 
трению интегралов следуюших типов: 


ум ба № еаррЕ = 


Частично мы рассмотрели уже эти случаи в $ 5. Осталь- 
ные мы рассмотрим теперь. 
Прежде всего обратимся к интегралам типа 


[ 7 ах | 
7 Иа? + в с 
Применяя интеграцию по Частям, мы находим: 
| 2" 4х ат 22-6, 2 "та 
о а 
т-1 — ув 2 З -- д" 
__я а |= (25? = Но) в. РН 
а а у и 
п—1 ыы. 1 Г ит-Т т. п—2 
ее ан а = и 
ла 2а п у ап Пу 


Мы пришли, таким образом, к рекуррентной формуле, 
повторное применение которой позволяет в конечном счете 
вычислить наш интеграл. 


В случае интеграла типа 


1 1х 


РКИ Ра ТЕ 
(2 — в)" Уаз я-Р. 


32 ПП. Теорня неопр деденных интегуалов 


1 
подстановка т а приводит нас к интегралам только что 


рассмотренного типа. Поэтому целесообразнее всего здесь 
будет расположить трехчлен, стоящий под радикалом, по 
степеням х—а, поеле чего интеграл приобретает вид 


Чт 


| (“— ау 1(= 2 Ваи—а)-0 


посредством подстановки т = этот интеграл приводится 


к уже рассмотренной нами форме 


в 
кз - Е-- Ву-- су 
Нам остается еще рассмотреть интегралы типа 


1 ах а 
еб 2 -ЕРР И -Ее 


Для отыскания их существует несколько способов. Всего 
удобнее применить какую-либо из рассмотренных уже нами 
на примерах в 5$ 4 и 5 рационализирующих подстановок. 
А для этой пели, в евою очередь, целесообразно сначала, 
при помощи подходящей линейной подстановки, преобразо- 
вать стоящий под радикалом трехчлен, приводя его к одному 
из видов: 12 1-1, 4—1 или 1—4?. Если это сделано, то мы 
можем далее прямо применять подстановки, о которых мы 
говорили в 55 4 и 5. 

Еще более удобным является путь разложения на про- 
стейшие дроби с допущением мнимых чисел. Найденный 
этим путем результат мы потом можем всегда проверить диф- 
ференцированием. Кстати, подобного рода приемы способны 
укрепить наше доверие к применению мнимых Чисел; это 
применение будет строго обосновано в последней главе 
настоящей книги. 


Ш. Определенные интегралы. 


$ 1. Определение понятия определенного интеграла. 
Мы будем теперь отправляться от тех указаний, которые мы 
наметили в первой вступительной главе, с тем, чтобы раз- 
вить их далее. Конечною целью нашей является при этом 
притти к методам, позволяющим отыскивать интегралы любых 
непрерывных, и даже не одних только непрерывных функций— 
методам значительно более сильным, нежели рассмотренные 
в главе П и в отдельных случаях вполне пригодные методы. 
В ходе этих исследований мы впервые будем иметь случай 
убедиться, что всякая непрерывная функция имеет интеграл, 
то-есть может быть рассматриваема, как производная от 
некоторой другой функции. 

Рассуждения первых вступительных параграфов намечают 
уже с достаточною ясностью тот путь, по которому нам следует 
итти, чтобы определить интеграл произвольной непрерывной 
функнии— правда, определить сначала только теоретически. 
Но в конечном счете это определение приведет нас к практи- 
ческим методам; мы только начнем с теоретического осново- 
положения. 

Пусть нам задан замкнутый интервал а=х=, и в нем 
определена однозначная непрерывная функция у=—=Ё(х). 
Разделим данный интервал каким угодно способом на п 
(равных или неравных между собою) частичных интер- 
валов. Пузмь длины их, устанавливая нумерацию слева 
направо, соответственно будут Ах, Алх.,..., Ал,. Пусть 
далее &, &,..., &, будут какие угодно абсциссы, соответ- 
ственно принадлежащие этим интервалам, при чем +, принадле- 
жит первому интервалу, &, — второму ит. д. Составим сумму 


(Аз, ЕР) А =, --...ЕГЕЛАх,, 
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и займемся исследованием ее предела при условии, что число 
интервалов подразделения неограничено возрастает. и при 
этом /, —>0, где через /, обозначена длина наибольшего из 
интервалов подразделения, когда чиело их равно и. (В главе 1, 
когда мы делили основной интервал на равные части, это 
условие выполнялось само собою.) Выражаясь еще несколько 
точнее, мы хотим, следовательно, доказать, что существует 
число, от которого сколь угодно мало будет отличаться любая 
сумма написанного вида, лишь бы интервалы были доста- 
точно малы и число их достаточно велико; что, следовательно, 
не только при каждом определенном способе подразделения 
существует определенный предел, но этот предел есть един- 
ственный и не зависит от случайно выбранного нами спо- 
соба подразделения. Мы подчеркиваем эти два момента по 
той причине, что в дальнейшем указанный предел послужит 
нам для определения площади изображенной на черт. 1 
криволинейной фигуры. Если бы этот предел зависел от 
способа подразделения, то тем самым определение площади 
было бы сопряжено с весьма зна-. 
чительным элементом произвола. 
Геометрическое значение прибли- 
женной суммы состоит в том, что 
она служит выражением площади 
ступенчатой ломаной, первая сту- 
пень которой имеет выеоту Г(&), 
вторая— (5,) и т. д. (черт. 3). 

Прежде чем перейти к доказатель- 
ству, мы установим следующее вспомогательное предложение. 
Теорема о равномерной непрерывности. Пусть [(т) есть непре- 
рывная функция, определенная в замкнутом интервале ах. 
Тода существует ‘такое число 9(=), что в каждом частичном 
интервале дмиия (=) колебание функции [(т) не превос- 
ходит в. 

Если функция непрерывна в некоторой точке, то для этой 
точки существует такое число Д(=), что колебание функции 
не превосходит = в любом интервале длины 4 (=), содержащем 
данную точку. И следэвательно, если функция непрерывна 
в целом интервале, то-есть в каждой точке этого интервала, 
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=== === <: 
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то каждой точке соответствует свое число А(:); но для раз- 
личных точек зти числа могут быть различны. Наша теорема, 
однако, утверждает, что все эти числа А(:) больше некото- 
рого числа $(з), если только функция # (+) непрерывна и в ко- 
нечных точках рассматриваемого интервала. 

Чтобы доказать это, мы разделим данный интервал на 2" 
равных частей; мы утверждаем, что при этом, если я 
превосходит некоторое число №(=), в каждом из частичных 
интервалов колебание функци (то-есть разность между нан- 
большим и наименьшим ее значениями} будет менее, не- 
= 
5 - 

В самом деле, если бы это не было так, то, по крайней 
мере, одна из двух половин нашего интервала также была 
бы интервалом, не удовлетворяющим требуемому условию. 
Чтобы в этом убедиться, следует заметить, что колебание 
функции в любой части какого-либо интервала не может 
превосходить колебания ее во всем интервале. Поэтому, 
если бы, напр., первую половину можно было разделить на 
8 частей, а вторую—на 4 части, и при этом колебание функ- 
ции в каждом из частичных интервалов было менее, не- 


зжели 


= 
жели 5, то, деля весь данный интервал на 16 частей, мы 


достигли бы того же самого результата; мы же предположили, 
что это невозможно. Итак, если наше утверждение неверно 
для всего интервала, то оно должно быть неверным и для, 
по меньшей мере, одной из его половин. С этою половиной 
мы рассуждаем аналогично предыдущему, и получаем, таким 
образом, одну из четвертей данного интервала, для которой 
наше утверждение неверно. Этим же путем мы далее нахо- 
дим одну восьмую, одну шестнадцатую и т. д. 

Таким образом мы получаем последовательность вложен- 
ных друг в друга интервалов, в каждом из которых коле- 


Е 
бание функции больше или равно о. Эти интервалы, оче- 


видно имеют единственную общую точку, которая пибо 
лежит внутри данного интервала, либо совпадает с одним 
З= 


из его концов '). Но это стоит в противоречии с тем, что 
данная функция должна быть в этой точке непоерывна. 
Нбо, в силу этой непрерывности, мы можем построить интер- 
вал, содержащий эту точку и в котором колебание функций 
= 


менее, нежели 5, но, начиная с некоторого, все построен- 
ее 


ные нами ранее интервалы будут заключаться в этом по- 

следнем, что и создает противоречие. Итак. сушествует 

такое число М($), что если разбить данный интервал на 

5 М 
= 

частичных интервалов будет менее, нежели - . Из этого сле- 


3 


дует справедливость нашего предложения, ибо мы сейчас 
$ —а 

покажем, что во всяком интервале длины 6 (+) = — а › Ге 
о М6 


равных частей, то колебание функции в каждом из 


бы он ни был расположен, колебание функции менее 
нежели г. В сэзмом деле, выбранный интервал либо 
совпадает с одним из наших интервалов подразделения, и, 
в таком случае, колебание функции в нем даже менее, чем 
5, либо он имеет иное расположение, но тогда очевидно 
перекрывается лишь с двумя соседними из наших интерва- 
лов подразделения. Но в таком интервале, составленном 
из двух интервалов подразделения, колебание функции оче- 
видно не может превосходить суммы ее колебаний в этих 
двух интервалах, ибо, напр., в первом из этих интервалов 
ординаты кривой, изображающей функцию, заполняют собою 


Е 
интервал ДЛИНЫ - На оси ординат, в то время как для 
2 


второго интервала ординаты заполняют аналогичный интер- 
вал, иримыклющий к перзому или даже частично с ним пере- 
крывающийся. 


*) Именно ввиду этой последней возможности доказываемая тео- 
рема справедлива только для замкнугых иитервадов; дая открытых ин- 
тервалов она неверна. Так, напр., для функции з мы в открытом интер- 


вале 0 < т=| можем указать интервал сколь угодно малзо{ длины, в 
хотор м колебание функции нрево ‚ходит любую наперед заданную величину. 
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Это вспомогательное предложение, доказательство кото- 
рого нами теперь доведено до конца. составляет основание 
для доказательства основной теоремы настоящего параграфа, 
фориулированной нами уже выше. Говоря точнее, мы имеем 
в виду доказать следующее: 

Пулть интерзалы подразделения Ат, ,Ах,,....А", в6е имеют 
длину меньшию, нежели 8(=, и следовательно + каждом из них 
колебание функции Ё (2) менее, нежели =. В таком случае суще- 
ствует такое число 9, от которою все приближенные сумля вид 


Аа, (Е) Ая, (о) - Ая, Р С, 


удовлетворяющие этому условию, отличеются менее, нежели на 
2: (6 —а). 

Иначе говоря, существует такое число 5, от которого 
менее, нежели на 2: ($ — а), отличается всякая приближен- 
Ная сумма, если только в каждом из соответетвующих ей 
интервалов подразделения колебание функции менее, не- 
жели с. 

Мы покажем в первую очередь, что две приближенные суммы, 
удовлетворяющие этому условию, отличаются друг от друга 
менее, чем на 2: (6 —а). Пусть эти суммы будут соответственно 


в, =а,[(&) |+... Ра! (&) 
б.=В (а). - 2 „ЁС@,,). 


Мы сравним каждую из них с некоторой третьей 
суммой, которую мы получим, комбинируя подразделение 
интервала, соответствующее сумме 5, с тем, которое соот- 
ветствует сумме 5,. Для первой суммы у нас имеется 1, а для 
второй — т точек подразделения. Нанося все эти точки деле- 
ния одновременно, мы получаем некоторое третье подраз- 
деление. Это новое подразделение мы можем, очевидно, рас- 
сматривать как полученное дальнейшим дроблением интер- 
Бала либо из первого, либо мз второго подразделения. 
Составим какую угодно сумму 


З--ы Г). -Е.Г@, 
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соответствующую этому третьему подразделению, и сравним 
ее в первую очередь, напр., с 5:. При переходе от первого 
подразделения к третьему, каждый из интервалов, соответ- 
ствующих сумме 5,, дробится на несколько частей. Пусть, 
напр., 

а — п -Е а -Н > 
сткуда и 


а. (5) == ЕС) ЕС: Е). 


Это слагаемое суммы 5`, разложенное указанным образом, 
мы сравниваем с Х первыми слагаемыми суммы 5.. Разность 
между ними составляет 


+ (5) — Р-Н 9 6) РОД И 6)Ы-—Р 6. 


Но в зтой сумме каждая из разностей |7 (&) — (8,) | менее. 
нежели =, ибо в интервале а, которому принадлежат все 
точки 6, 8., 8.,...з8,, колебание функции { (2) менее, нежели с. 
Таким образом абсолютная величина всей разности менее, 


нежели 
и -Ръ-- -** Рь)==а.. 


Подобным же образом мы далее сравниваем второе сла- 
гаемое суммы 5, с суммою соответствующих ему слагаемых 
суммы 5.. Продолжая итти указанным путем, мы убе- 
ждаемся, что 


15, — 53| == (аа, -- На) === —а). 
Совершенно аналогичным образом мы убедимся, что 


19: —9: |=: $ — а), 
откуда 
15: —8.| = 2: ф— а). 


ибо 
19. — 62| = |5: -— 61-155 —8.|. 


Остается доказать еще существование числа 5. Для этой 
цели мы снова опираемся на аксиому о стягивающейся си- 
стеме интервалов. Представим себе числовую прямую, на 
которой мы будем отмечать значения наших приближенных 
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сумм. Тогда, как мы только что убедились, приближенные 
суммы, которым соответствуют колебания, не превосходящие =, 
будут все лежать в одном и том же интервале длины 
2:(6—а). Пусть ц есть положительное число, меньшее 
нежели =, тогла приближенные суммы, для которых собтвет- 
ствующие колебания менее, нежели т, и подавно будут ле- 
жать в том же интервале, и будут (целиком или частично) 
заполнять ©0б0ю некоторый интервал длины 2%(6— а), 
составляющий часть предыдущего. Если мы вообразим 
убывающую и стремящуюся к нулю последовательность 
положительных чисел =, &,...,.,..., ТО в соответствии 
им мы получаем последовательность вложенных друг в друга 
интервалов, длины которых суть 2, (6 — а), и которые, 
следовательно, имеют единственную общую точку; эта по- 
следняя и изображает собою 8. Она принадлежит всем 
построенным интервалам, и приближенные суммы, которым 
соответствует колебание <., отетоят от нее не более, 
нежели на длину заполняемого ими интервала, т.-е. не 
более, нежели на 9 (6 — а). Этот предел 5, существование 
которого таким образом установлено, мы называем определен- 
ным интефалом функции [ (х) в пределах от а до 5. Мы будем 
--Ь 


обозначать его через Е (2) 4х, что читается так: интеграл 
“а 


от а до 6 [(2) 4х. При этом а называется нижним, а 
р — верхним пределом интеграции. Скоро мы убедимся, 
что эти определения совпадают с данными нами выше 
на стр. 7. 

Приведенное здесь доказательство, прообразом которого 
послужило обоснование теории криволинейных интегралов 
в Сошз Ф’Апаузе С. огдап’а, заслуживает предпочтения 
перед обычно приводящимися в учебниках доказательствами 
благодаря своей простоте и единству идеи. В обычных 
доказательствах пользуютея махсимальными и минимальными 
суммами, которые приводят к некоторой оценке определен- 
ного интеграла. Кратко говоря, дело обстоит так: пусть 
а, а.,....а, будут интервалы некоторого подразделения, и 
пуеть №, №,---, р, соответственно означают наименьшие, 
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Е = ——=———— 


а М,, М,,...,2[, — наибольшие значения функции Г (2) в этих. 
интервалах. Тогда 


К Ша, мг ›---а, в, 
и 
3 


= Е, М... а, ЛГ, 


суть некоторые приближенные суммы. Мы будем соответ- 
ственно называть их минимальною и максимальною суммою. 
Для них имеет место неравенство 


20 
„= | Г (2) а М. 


В самом деле, не трудно заметить, что при продолжении 
подразделения интервала минимальные суммы никогда не 
убывают, а максимальные никогда не возрастают, при чем те 
и другие имеют своим пределом определенный интеграл. 
Вследствие этого сумма м никогда не превышает интеграла, 
а сумма М, напротив, никогда не менее его. Чтобы, напр-, 
убедиться в неубывании минимальных сумм, достаточно 
заметить, что, когда от некоторого подразделения мы пере- 
ходим в другому путем дальнейшего дробления интервала, 
то каждый из интервалов первого подразделения распа- 
дается на некоторое число частей. Таким образом, напр., 
на месте слагаемого а, и, появляется сумма ум. ------- 


и» где а. =. Кинь #',,---, №, соответ- 
ственно означают наименьшие значения функции в интер- 
валах },,1,,- ``). Но каждое из этих значений не менее 
и» 60 м. есть наименьшее значение функции в интер- 
вале 9, составленном из интервалов \, 1.,--., \. Поэтому 
мы имеем 


аш == (у Ну Рин. | --. Ну №. 


Подобным же образом доказывается и то, что максималь- 
ные суммы никогда не возрастают. 

$ 2. Связь между площадями и определенными инте- 
гралами. Мы начнем с определения площади. Пусть нам 
задана произвольная конечная область В. Пнутрениим мною- 
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2 


Уюльником этой области мы будем называть любую ограни- 
ченную прямыми линиями конечную область, контур которой 
состоит исключительно из точек, лежащих внутри или на 
границе данной области. Подобным же образом мы будем 
называть внешним мноюуюльником любую ограниченную пря- 
мыми линиями конечную область, контур которой состоит 
исключительно из точек, расположенных вне области В. 
Так как область В по предположению вся лежит внутри 
некоторой конечной части плоскости, то, понятно, внутри 
той же конечной части плоскости будут помещаться и все 
внутренние многоугольники. Поэтому площади их имеют 
некоторый верхний предел, который мы обозначим через „7. 
Что касается площадей внешних многоугольников, то они 
во всяком случае все положительны, и, следовательно, имеют 
определенный нижний предел, который мы обозначим через А. 
Если эти два предела равны между собою ( А —.Т), то общую их 
величину мы будем называть площадью области В, а о самой 
области В будем зоворить, что она имеет определенную площадь. 
После того, как это определение установлено, мы обратимся 
к рассмотрению областей того типа, какими мы занимались 
во вступительной главе. Такая область имеет, следовательно, 
вид, примерно изображенный на черт. 1. Мы теперь утвер- 
ждаем: Оля всякой непрерывной функции у—{ (27) эта область 
5 


имеет определенную площадь, которая равна интеталу \ [ (х) ах. 
а 


Чтобы в этом убедиться, достаточно показать, что величина 
этого интеграла есть одновременно верхний предел для пло- 
щадей внутренних многоугольников и нижний предел — для 
площадей внешних многоугольников. При определении но- 
нятия определенного интеграла мы пользовались в предъ- 
идущем параграфе внутреннини и внешними многоугольниками 
особого типа; это были ступенчатые многоугольники, 
соответствовавшие минимальным и максимальным суммам. 
Мы рассматривали верхний предел площадей внутренних 
и нижний предел площадей внешпих многоугольников этого 
особого типа, и доказали, что эти пределы совпадают. 
Но очевидно, что любой внутренний многоугольник, какого 
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угодно типа, заключается внутри каждого из рассмотренных 
нами внешних многоугольников. Площадь его будет поэтому 
менее площади любого из этих внешних многоугольников, 


а потому менее или равна нижнему пределу этих площадей, 
26 


т.е. | # (2) ах. Этот интеграл, таким образом, является 
а 


верхним пределом для площадей каких угодно внутренних 
многоугольников. Совершенно аналогичным образом мы убе- 
димся, что тот же интеграл есть нижний предел пло- 
щадей внешних многоугольников какого угодно типа. 
Поэтому, как мы и утверждали, рассматриваемая нами 
область имеет определенную площадь, равную написанному 
интегралу. 

Но определенный интеграл мы определили не только для 
положительных функпий (которыми мы сейчас ограничились 
для вычисления площадей), а и для отрицательных, а также 
и для функций с меняющимися знаком. Поэтому совпадение 
определенных интегралов с величинами площадей не является 
еще попным и требует некоторых добавочных рассмотрений 
для случая функций указанного более общего типа. Однако 
читатель без затруднений убедится самостоятельно, что 
в случае отрицательной функции интеграл равен площади, 
взятой с обратным знаком, а в случае функции переменного 
знака интеграл равен сумме площадей тех частей рассматри- 
ваемой фигуры, которые расчоложевы выше оси х-ов, 
за вычетом суммы площадей частей, лежащих ниже 
оси &-ов. 

$ 3. Некоторые свойства определенного интеграла 
1. Если с есть произвольная точка интервала «= 2 =, то 


ь ге 7) 
| (ах =\ Е (=) ах | 7 (=) ах. 


В этом мы убеждаемся, выбирая всегда подразделение 
интервала а = 56, служащее для построения определен- 
ного интеграла, таким образом, чтобы точка с была одною 
из точек деления. 
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[4 
2. До сих пор мы определили значение символа | [() Яхт 
в 


лишь для того случая, когда 6 > а. Однако, выгодно рас- 
сматривать и случаи 6 < а. Мы полагаем по определению 


Ъ а 
| Е@) «= | # (<) 4х. 


3. Если с есть такая точка, что функция Г/(х) непре- 
рывна в некотором интервале, содержащем все три точки 
в, бис, то 


® (ах = | (д) ах-- № (2) 4х. 


ча 


Если с лежит между аи 6, то наше утверждение уже 
доказано. Если а<Ь<с, то 


и 
к 


на основании свойства 2. Читатель легко проверит спра- 


ведливость нашего утверждения и в остальных возможных 
случаях. Таким образом, полагая 


откуда 


«7 (х) | [(х) ах, 


ре 


мы имеем | [ (2) 42 = (© — (6). 
[2 
4. Определенный интеграл (2) == № (2) 4х есть непре- 


рывная и диффереяцируемая функция своего верхнего 
предела. 
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Так как всякая дифференцируемая функция, как мы 
знаем, непрерывна, то достаточно доказать дифференцируе- 
мость. Но 


эх-РАХ (Г -х-+Ат 


а-Аю)— Та) 


в “а х 


В силу определения интеграла как предела суммы, мы 
для положительного Ах имеем 


эт-- АЯ 
тАх = } [ (+) 4х = МАх, 
ея 


где М и т соответственно означают наибольшее и наимень- 
шее значения функции [ (5) в интервале от х до #-|- Ах. 
В случае Ах <0 мы имеем 


лт- Ат х ны 
=-| и т| А | = [(х) ах = М 44|. 


х ж- Ас ж-- Ах 


рх-|- 4» 
заключается между 


Таким образом, во всех случаях 
ые 

т4х и МАх. Но так как функция { (2) непрерывна в точке х, 

то для достаточно малого |Ах| мы имеем |[ (5) —т|<е ч 

|# (2) —М| <. Таким образом, 


21-4 


р а Ка®ах 
‚ Уаз) — 91) _ | г р 
р. Ах а Ах Г 


5. Если У (@) есть произвольная функция, производная 
которой равна /(2), то 


^Ь 


Г) ак лв) — Т@). 


са 


Отсюда следует, что те два определения, которые мы 
(стр. Ти стр. 39) дали для определенного интеграла, действи- 
тельно оказываются совнадающими. Вследствие этого, мы 
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можем распространить на определенные интегралы все те 
правила, которые мы в свсе время установили для инте- 
гралов неопределенных, просто подставляя в эти формулы 
соответствующие пределы интеграции. 
Таким образом, мы находим: 
ь ль ро 
6. | Е + ая=| #45) = --\ $ (2) ах. 
а “а “а 
ьь ъ 
1. | СЕ бе (=) 4х, если с есть постоянная ве- 
а а 
личина. 
8. Формула интеграции по частям 


ъ о рь 
| чи’4х = ио| — сах. 
гг гг “а 


В самом деле, полагая 


э 


га = _| ио4х = (х), 
мы получаем 


ь 
и 4х == и (5)0 (6) — и(а).(@ — | и'оах. 


в 


ъф 


76) — а) = 


в 


Выше мы вместо ($) 0(6) —и(а)»(а} сокращенно напи- 
[2 | [2 


сали и?| . Таким образом, символ ГР (2) вообще означает 
я 


[2 


Г) — Га). 


9. Способ подстановки основывается на формуле 


р 
(гб @— | Ре а 
« У 

На ряду с функцией х—=0(0 пам приходится рассматри- 
вать и обратную функцию 1={2). Пусть эта последняя 
непрерывиа и дифферевцируема в интервале а=я:=6, и 
пусть (а) ==а, #(8) =В. Далее, пусть функция $(ё), в свою 
очередь, однозначна и непрерывна в интервале 2: = 8, 
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при чем (а) =аи $(;) =, так что функция #(х) в интервале: 
а<т=6 принимает ровно по одному разу каждое из зна- 
чений, заключенных между чи }, и ачалогичным образом 
обстонт дело и для функции ©(1). В таком случае мы ска- 
жем, что взаимно однозначная подстановка х = 9(®) приво- 
дит интервалы ах и а<=#=8 во взаимно однознач- 
ное и непрерывное соответствие. Сделанные нами предпо- 
сылки весьма важны, когда мы от неопределенных интегра- 
лов переходим к определенным. 
Полагая 


| Гоа Ка, 


мы получаем 
7 (5) — (а) = Е) — Е (а) =Е (8) —Е(@). 


Таким образом, мы имеем 


[2 8 
| Г (х) ах == | о аь 


в = | [2 (919%. 
Подобным же образом 


ль » (т) 


) Г(®) а — Г [2 (01 9’ (0+. 


Таким образом, применяя способ подстановки, ми должны 
учитывать изменение пределов; пределами для интефрала по пе- 
ременному # должны быть те значения $, которые соответствуют 
значениям переменною 2, язляющимея пределами первою интерала. 

5 4. Первая теорема о среднем значезии в интеграль- 
ном исчислении. 1. Пусть непрерывная функция [(х) не 
отрицательна ни в одной точке интервала а = х =. Тогда 
и интеграл 


.Ь 
| 7 (2) ах = 0, 


е 
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при чем равенство возможно только в случае, если { (2) =0 
в каждой точке интервала. Ибо, если [(х) не обращается - 
в нуяь тождественно, то все приближенные суммы, служа- 
ие для определения интеграла, положительны; и, так как 
и среди минимальных сумм обязательно найдутся положи- 
тельные, то предел, превышающий каждую из минимальных 


сумм, тоже должен быть положителен. Этим же путем легко 
ль 


убедиться, что интеграл | [ (2) 4х отрицателен, если Г (2) =0 
а 


в интервале а===6, и если [(х) не равна нулю то- 
ждественно. 

2. Если функции [(х) и 9(57) непрерывны, ий если 
[Г (2) =9(=) во всем интервале, то и 


ъ р 
| повез | ба 
“а а 
при чем равенство возможно только в случае, когда # (2) ==9(х) 
во всем интервале. Это следует из пункта 1, применяя 
его к функции 9(2) —7 (2). 

3. Если функция /(х) непрерывна, то и функция |{ (#2)! 
непрерывна. Ибо, так как 


=Ие-+—Г(@)[, 


Пие-Е® и 
То из 


Га —Р (а) |<, 


следует, что и 


<:. 


Р&-- 1—7 (9) | 


Но с другой стороны [ (=) = 1 ()|. Поэтому, из пункта 2 
следует, что 
ло 


ь ь ль 
| нае = | [1 (=) [4х и [791 = | [[(х) ах. 


« 


Отсюда 


> 


-ь 
Е (2) ах 


}. 


ь 
= [| ом. 
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®=—- =— = = 


Разумеется, последнее соотношение можно и непосред- 
ственно вывести из представления интеграла как предела 
суммы. 

4. Если все значения функции # (5) в интервале ах 6 
заключены между пределами т и М (т< М) (напр., если 
ти М суть наименьшее и наибольшее значения функции 
в данном интервале), то 


её 


-ь 
= (г) ах = М\ 4$, 
а а ха 


то-есть 
РА Ь 


п6—@ = | Г@) 4= = Аа — д). 
а 
Это мы получаем, дважды применяя пункт 2. Если функ- 
ция [ (2) непрерывна, то она принимает в интервале 
а=1- всякое значение, заключенное между ваибольшим 
и наименьшим из ее значений. Таким числом будет, как мы 
видим, 


-ь 
Г(2) ах 
== 


Это число, таким образом, равно {(&), где & есть надле- 
жащим образом выбранная точка интервала а=1=<6; мы 
получаем следующий результат: существует точка &, удовлетво- 
ряющая- соотношениям а 3, и для которой 


ль 


| Г (ав -=[(@) (6 —а). 


ПРИЛОЖЕНИЕ: 
3 2 
ЕЁ (<) 4х = (х) есть непрерывная функция 


= а 


от х, ибо 
гож-Я 


ею па = |}. (=) аг 


| 
= 9] мы 
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5. Нусть Функции $ (5) и Ф(ж} непрерызиы в интервале 

а— 1-2. Пусть далее функция %(х} не меняет знака в этом 

ин терзале. Тоба в данном интерзале найдется эвакая точна е 
для которой 

В 


з 


>. 


$ (2) % (ха ==%(& | 


Чхтах. 


са [4 


Это есть перзая эпеорема © среднем значении в интеральном 
исчислении. Частный случай ее, когда $ (х) =1, мы уже рас- 
‘смотрели в пункте 4. Для доказательства общего случая мы 
заметим, что если ЛГ и жж соответственно суть наибольшее 
и наименьшее значения функции 9(2) в рассматриваемом 


интервале, то ФФ заключено между то и $. 
6 


.Ь 
} 
Поэтому интеграл | хФАх заключен между "| $ 4х 
“4 Я 
ь 
и М | фах и, стало быть, для некоторого промежуточного 
а 


ь 
значения равняется @)| ф ах. 


п 


Примечлние: Так как функция / (2) есть производная 
ЕЯ 


функции ( #(х) 4х, то результат пункта 4 представляет 


“с 
собою просто новую формулировку теоремы о среднем зна- 
чении в дифференциальном исчислении. 


Приложение: Новый выв0д формулы ТаЛога. Задачею 
здесь является приближеннее представление разности 


Е(=--) ФЕ 


с помощью многочлена, содержащего #, и оценка точности 
полученного приближения. 
Мы будем исходить из соотношения 


эй 
Рерю-Раю-=| Мери 
“о 


Деффорснииальние и интсгральвое исваслеь пе. ЧЕ 1. 4 
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о внния = 


Интегрируя по частям, мы находим 
.й .Й 


| Ре фоа-А Е | Реи-Оа 


о 


Новая интеграция по частям дает нам 


эй 


№2 се" 
| Рава 5 ПР иь-0 а. 
} = 


о 
Таким образом мы получаем 


22 1 -й 
ЕЕ —Р(1) = ЕР ()-- 5 (а) Но] ВЕ" -А— 04. 
Чо 


Продолжая этот путь, мы приходим к общей формуле 


` ‚ #2 и 
Е(=--®)=Р(«) АЕ «УР @«-....- 
1—1 1 в 
т ФоЕчя| "1 Ро (#-- В — 1) 4. 
К остаточному члену 


Е 
в | ит (8—4 


мы применим теорему о среднем значении. Это можно сде- 
лать различными способами. 

1. За функцию $(8, не меняющую знака, мы можем при- 
нять “1. Пусть (1—9)4 (0=8-1) есть соответствующее 
среднее значение переменного Ё в интервале 0 = {= #, тогда 
мы получаем для остатка выражение 


«й 


фт 
ии м) ое р (#-- 8%. 


Это есть известная нам форма Гастапее’а остаточного 
члена. 
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2. Форму Сашеву для остаточного члена мы получим, 
полагая \ (#} =1. Тогда остаток получает выражение 


тт (1 —8."-1 7 Е (2-97). 

8 5. Раеширение понятия интеграла. Функцию, для ко- 
торой существует рассмотренный в $1 предел, мы будем 
называть инторнруемой. В $ 1 мы таким образом убедились, 
что все непрерывные функции интегрируемы. Однако, изме- 
няя в незначительной степени проведенное нами там дока- 
зательство, мы теперь убедимся, что интегрируемыми ока- 
зываются и гораздо более широкие классы функций. 

В случае разрывной функции, мы не можем уже более 
ожидать, что при любом подразделении на интервалы до- 
статочно малой длины, все колебания окажутся менее про- 
извольного наперед заданного числа с. Ибо если, напр., такой 
интервал содержит точку, в которой функция изменяется 
скачком, то колебание в нем не может никогда стать меньше, 
нежели высота этого сказка. Однако нам достаточно пред- 
положить, что сумма длин тех из интервалов подразделе- 
ния, в которых колебание функции превосходит =, стремится 
к нулю по мере дробления интервала. Следовательно, мы 
сделаем следующее предположение. Рассмотрим совокупность 
всех возможных подразделений основного интервала, при 
которых длина наибольшего из частичных интервалов не 
превосходит /. Сумма длин тех из этир интервалов, в которых 
колебание функции превосходит иль равно =, дозжна для всех 
этих подразделений оставатьвя меньше некоторою числа РЁ (1), 
которое вместе с { стремится к нулю, т.е. Ша Р (1 =0. Пред- 


|—>0 
положение это осуществляется, напр., для всех функций, 
имеющих лишь конечное число точек разрыва. В самом деле, 
каждая из таких точек (обозначим число их через &) при 
каждом из рассматриваемых подразделений принадлежит не 
более нежели двум из частичных интервалов. Сумма длин всех 
таких интервалов поэтому не превосходит 2 и, следова- 
тельно, стремится к нулю при [ —0, так как # постоянно. 
С другими примерами мы встретимся ниже. 
4= 


52 ПТ. Определенные интегралы 


Далее мы сделаем (само собэю выполняющееся для не- 
прерывных функций! предположение, что данная функция 
ограничена, т.-е., что существует положительное число М, 
менее которого остается абсолютное значение данно:: фун- 
кции во всем рассматриваемом интервале. 

Прежде всэго мы убедимся, что всякая функпия, удо- 
влетворяющая эгим двум условиям, будет интегрируемой. Для 
зтой цели, мы снова должны показать, что существует 
число 5, от ксторого сколь угодно мало отличаются все 
приближенные сузхмы при достаточно мелком дроблении 
интервала. Говоря точнее, мы докажем следующее. Пусть 2 
взято столь малым, что 2()]<.е; в этом случае, следова- 
тельно, сумма длин тех из интервалов подразделения, в ко- 
торых колебание функции превосходит #, будет менее не- 
жели =. Мы покажем, что две любые приближенные суммы, 
построенные при этих условиях, будут отличаться друг от 
друга менее, нежели на 2:(6— а) -|-4=4/. Это число, разу- 
меется, стремится к нулю вместе с г. Отсюда уже, совер- 
шенно аналогично рассуждению 8 1, будет вытекать суще- 
ствование числа 5. Подобно случью 8 1, мы рассмотрим то 
подразделение основного интервала, которое получается 
взаимным наложением двух данных подразделений, и какую- 
либо приближенную сумму, соответетвующую этому третьему 
подразделению. Пусть снова 


Я ==а, () На ()--...-На,д а, 
и пусть 


б: == 117.) + 1/а,) г... ,). 


Рассмотрим сперва те из интервалов а, в которых коле- 
бзние функции менее, вежели =; пусть, напр., а, будет таким 
интервалом. Нусть спова слагаемому а,/(1,) суммы 5, с0- 


ответствует в сумме. грунпа слагаемых 7,/(8.)-—--.-21 1%). 
Так как а = -1у.---:--, то мы снова имеем а/45)= 
—=11 ($) 173), откуда разность, как в $ 1, оказы- 


вается менее, нежели =9;. Таким образом часть разносли 
9, —53 проистекающая от таких ниторвалов а, в которых 
колебание функции менее , не прерРышает = ф— и). Нам 
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остается рассмотреть еще те из интервалов 2, в которых 
колебание функции превосходит =, н соответствуюнше им 
интерв.-лы у. В этих интервалах абсолютное значение фун- 
кции не превосходит М. Поэтому, сумма соответствующих 
слагаемых, входящих в &, ие превосходит числа М, по- 
мно кенного на сумму длин таких интервалов, и аналогично 
обстоит дело для суммы 5,. Но сумма длин интервалов, о 
которых идет речь, в обоих случаях менее Г, [). и, стало быть, 
менее =. Таким образом часть разности |5, —5.', происхо- 
дащая от этих интервалов, менее нежели 2=.1Г. Поэтому мы 
дэйствительно имеем 


19. — 2, | < &$ — а) 2:М. 
Подобным же образом мы получим 


|195 — 5, | <=ф— а) { 2=М, 
откуда, наконец, 
18, —8,! < 26 — а) -- 4=М. 


ПРИМЕЧАНИЕ. Указанному нами условию интегрируе- 
мости можно дать еще следующую формулировку. Для инте- 
грируемости ограниченной функции необходимо и доста- 
точно, чтобы ее точки разрыва образовали множество меры 
нуль, т.-е. чтобы их можно было заключить в конечное или 
бесконечное множество интервалов, сумма длин которых 
сколь угодно мата. Одначо развитие этого хода мыслей вы- 
вело бы нас из рамок настоящего руководства. Но этой же 
причине, мы пе будем касаться того бозее общего определе- 
ния илтеграла, с помощью которого Гефеззие’у удалось зна- 
чительно раси-ирить класс интегрируемых функций. 

Мы переходим теперь к рассмотрению некоторых прихе- 
ров; выше мы уже заметили, что интегрируемой будет вся- 
кая фупкция с конечным числом точек разрыва. Пусть при 
этом в каждой точке разрыва функиия имеет определенный 
предел, когда мы приблажаемся к этой точке справа и (дру- 
гой) определенный предел, когда мы приближаемся к этой 
точке слева. Таким сбразом весь иптерран распадается на 
конечное число частичных интервалов, в каждом из кото- 
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= 


рых функция /(х) непрерывна, включая концы. Пусть бу- 
дут ааа, <... За < концы этих интервалов, тогда 
имеет место соотношение: 


лба. а эВ 
Р(х)ах-- Рекрах 3-5 | Г(%) ах. 


ый < ав 


| (45 = 


` 


В этом мы непосредственно убеждаемся, пользуясь тем 
произволом, которым мы располагаем при составлении при- 
ближенных сумм. Мы производим все подразделения так, 
чтобы все точки &, входили в состав точек подразделения. 
Тогда частичные интервалы, помещающиеся в интервале 
а-х-4, дают часть приближенной суммы, которая, будучи 


`@: 
рассматриваема 060бо, стремится к пределу | [(2) ат. При- 
а 


меняя аналогичное рассуждение и к остальным интерва- 
лам, мы, очевидно, приходим к доказательству нашего утвер- 
ждения. Мы могли бы также (и иногда так и поступают) 
принять это утверждение в качестве определения интеграла 
для функций этого нового типа. Однако в интересах един- 
ства изложения, мы предпочли оставаться при старом опре- 
делении и не вводить новых без необходимости. 

Дальнейщий класс интегрируемых функций представляют 
с0бою монотонные фуикини. В целях определенности, мы огра- 
вичимся рассмотрением фтнкций монотонно возрастающих. 
Функция называется монотонно возрастающей, если всякий 
раз, когда 7,>>т,, мы имеем и /(х,) >> [(х,). Функция, моно- 
тонно возрастающая в некотором интервале, принимает в 
нем пекоторое наибольшее и некоторое наименьшее значе- 
ние; в самом деле, значение такой функции в начальной 
точке интервала меньше, а значение её в конечной точке— 
больше всех остальных ее значений. Поэтому, при любом 
подразделении интервала а < =6, колебание функции в 
каждом из интервалов подразделения равно разности между 
значениями ее в конечных точках этого последнего. Сумма 
колебаний во всех интервалах подразделения, следовательно, 
равна всегда (6) —/(). Отсюда следует, что число интерва- 


& 5. Расширение понятия интеграла 56 


— р —————— 


лов подразделения, в которых колебание функции превосхо- 
ДИТ з, менее, нежели 
НБ) — Га) 


Выберем подразделение, в котором длина каждого из ча- 

„етичных интервалов менее, нежели 
Ыл 
Но А а). 

Тогда сумма длин тех интервалов, в которых колебание 
функции превысит, будет менее, нежели т. Тем самым мы дока- 
зали, что в данном случае условие интегрируемости выполнено. 

Из этого условия мы заключаем, что сумма двух интегри- 
руемых функций есть интегрируемая функция. В этом легко 
убедиться, если принять во внимание, что колебание суммы 
двух функций не превосходит суммы их колебаний. Таким 
образом разность двух монотонных функций есть функция 
интегрируемая. Такая функция, подобно самим монотонным 
функциям, всегда есть функция с озраниченным изменением. Мы 
вообще называем данную функцию функцией с ограничен- 
ным изменением, если, при любом подразделении данного 
интервала, сумма колебаний функции в частичных интерва- 
лах остается менее некоторого постоянного числа М. Для 
монотонных функций этою гранью служит число |5) —Г(а)'. 
В нашем случае, пусть будет $(х) ==) — %(2), где функции 
К) и $(х)— монотонные. Тогда для функции $(2) сумма ко- 
лебаний не превосходит |/(5) — (а) |-- | $(5) —$(а)|. Всякая 
Функция с ограниченным изменением интегрируема. В этом 
мы убедимся тем же путем, как для монотонных функций; 
нам надо только показать, что функция с ограниченным 
изменением в интервале «= =6 необходимо ограничена 
в этом интервале. Пусть х есть произвольная точка данного 
интервала, и пусть все суммы колебаний менее числа 1. 
Тогда 


17) — Иа -- ИС) — Го = М. 


| Кар — (|1) | -— Ка) |, 
[Ее — КВ) И Аи. 


о 
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ау — Ре) И е — Фа йа) — ФУ, 
и, следовательно, 
2117 («)| = Иа) 1-76), 
т.е. функция /(х) ограничена. 


ПримЕЧАНИЕ: Разумеется, формулы $8 3, равно как и 
формула интеграции по частям распространяются лишь на 
тот случай, когда подъинтегральная функция непрерывна, 
подобно тем формулам дифференциального исчисления, из 
которых они были выведены. 

8 6. Обобщенные интегралы. Мы рассмотрим обобщение 
процесса интеграции еще в ином направлении — именно на. 
случай такого рода, когда либо интервал интеграции рас- 
пространяется до бесконечности, либо сама подъинтеграль- 
ная функция становится бесконечно большою в некоторых 
местах этого интервала. В этих случаях попытки доказать, 
подобно предыдущему, существование и единственность пре- 
дела приближенных сумм ни к чему бы нас не привели, ибо 
самые суммы эти в некоторых случаях теряют смысл. По- 
этому те подобные интегралам образования, которые мы 
здесь будем строить, в основе своей должны иметь несколько 
особое определение, вследствие чего мы их и называем обоб- 


[= 
шенными интегралами. Под интегралом | [&) 4х мы сгудем 
а 


5Ё 
разуметь предел Ит | [(х) ах. Разумеется, не для всякой подъ- 


1—0 


интегральной функции этот предел существует; так, напр., 


= 
Че 1 
— ==05 2, и, следовательно, неограниченно возрастает 
х 

*7 9 


при {—%. Поэтому, дяя существования предела полынте- 
гральная функция должна удовлетворять некоторым усло- 


$5. Обобщ, нныг интеграл 


виям, которыми мы теперь и займемся. Начнем с примеров. 
Рассмотрим интеграл 
№2) 


Чт 


т 


Мы получаем 


2 1 
Предел Па равен нулю, если >> 1; напротив, при 
=. 1 


"< 1 это выражение неограниченно возрастает; наконец, слу- 
чай и —=1 мы уже рассмотрели. 
[= 


Таким образом инте разл | 7 будет слодящимея (т.-е. со- 
а 
ответетвующий предел существует), ели п>1, и расзодя- 
щимся при п 1. 
Этот пример может служить источником для признаков 
сходимости и расходимости интегралов. 
Если существуют два таких положительных числа г и а, 


чито, начиная с некоторою х== А, все время !К(х)! —_ ‚ то 
(со 

интефал | Г(х)ах сходится. Напротив, этот интерал будет 
а 

расходящимся, если, начиная с некоторою х== А, [(<) сохраняет 


знак, и притом Ив > 2. 


Чтобы в этом убедиться, нам. разумеется, достаточно до- 
казать сходимость (или, во втором случае, расходимость) 


со 
интеграла, | по 4х. Но в первом случае 


"Це 
д до 


| у Мои <м | 


* 


Эта же последыял величина, начиная с некоторого зна- 
чения | и для любого 1.>>!; становится менее любого 
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наперед заданного положительного числа =. Из общего прин- 
ципа сходимости поэтому вытекает и сходимость нашего 
интеграла. Во втором случае 


5 3 

| } их 

| Г(х) ах! >М \ —, 

|. 4 ! В & ы 

и, следовательно, неограниченно возрастает. 
э5 

ПРИМЕР: | эт х@х расходится. В самом деле, кривая 

о 

у==шт х состоит из волн одинаковой длины и одинаковой 

высоты. Если мы будем рассматривать интегралы вида 


эЯг 
т дах, 
0 


то мы заметим, что, при четном я, кривая у=зш ох обра- 
зует на участке интеграции одинаковое число волн, распо- 
ложенных выше и ниже оси х-ов. Так как все волны огра- 
ничивают одинаковые площади, то отсюда следует, что инте- 
грал равен нулю. Если же и нечетно, то число верхних волн 
на единицу больше или на единицу меньше числа нижних. 
Отсюда следует, что интеграл не может иметь предела, ибо 
этот предел, если бы он существовал, должен был бы сколь 
угодно мало отличаться как от нуля, так и от площади, 


„62. 

в Е эт х 
ограничиваемой одной волною. Напротив, интеграл =. 4х 
тя 1 эт х 
сходится, ибо Е. В этом случае, кривая Е 
| @ 


также образует бесчисленное множество положительных и 
отрицательных волн; но амплитуды этих волн затухают, стре- 
[2 2) 


51 
мясь к нулю. Подобным же образом интеграл т" Чт ока- 


их 


зывается сходящимся. Однако в то время, как сходимость 
предшествующего интеграла мы установили, исходя из на- 
шего общего признака, в данном случае этот признак не 


Ум 
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дает нам никаких указений. Здесь мы встречаемся с разли- 
чием, вполне аналогичным тому, какое имеет место между 
рядами знакочередующимися и абсолютно сходящимися. До- 
казательство сходимости поэтому проводится рассуждениех, 
подобным тому, каким мы пользовались для знакочередую- 
щихся рядов. Пусть точка 1, напр., 

расположева между япи (п-|- Оп, 

тогда черт. 4 показывает, что при 1 

четном м: 


(н--); 


и. =\ р „| в % 


"на 
| 4х; * Ва 4 9 


в то время ках при нечетном м: 


(п-ЕТ) | ‚ рИт 
эШх 81 2 зшх 
-—— = } = | — ах. 
х А = т 


аа Ей “с 


Ре: 
Таким образои, | во всех случаях заключается между 


ег 
о (п-т 
и В Поэтому, если для целых значений хп суще- 


Е: г 


ствует предел 


ро я- 


. | чих 
Ит —— ах. 
Е 


#—0 


то существует и предел 


и значение его, разумеется, равно первому пределу. Рас- 
смотрим ряд 
„РЕ „37 
Ш 
0 


Е 5 = 


Этот ряд—знакочередующийся, ибо зто” меняет знак при 
переходе от одного из интегралов к следующему. Далее, 


$0 [ № > Опредлле гленные ианегралы 


абсолютная величина членов ряда непрестанно убывает и 
„(их 
[ Вх 
стремится к нулю. В самом деле, если в интеграл — Чи мы 
я 
"г. пя 


вместо х введем новое переменное интеграции { посредством 


юз 


ПТ 
подстановки = ип, То интеграл примет вид —- к 
Е - вм) 
р" - 
Й 5ш Р 
и, следовательно, абсолютная величина его равна \ Е з - 4. 
пп 
[2 


Если м, и п, суть два целых положительных числа, при 
чем "< я, то для всех значений { мы имеем: 


1 Е 
О и п.п’ 


а поэтому в интервале 0% 1<п 


ат и! 


ит” 1-я, п’ 


а потому, как мы зваем из $8 3, 


о“ уг 
ат 5 Е 
0 тп 


Далее, мы имеем 


откуда 


Таким образом действительно абсолютная величина чле-- 
нов ряда монолонно стремится к нулю. Так как частичная 
сумма нумера » нашего ряда равна 


ит 1) я 
ших 


вы - 
м ры 


то иредел 


существует и равен сумме рассмотренного нами ряда. 


ПРИЛОЖЕНИЕ К БЕСКОНЕЧНЫМ РЯДАМ. Мы видели, 
что интеграл 


сходится в случае > 1 и расходится в случае я = 1. 
Рассмотрим теперь кривую у. По отношению к ней 

только что упомянутое предложение показывает, что полоса, 

заключенная между этою кривою и осью х-ов, считая от 

абсциссы х=—1|, имеет конечную площадь в случае >11 и 

не имеет таковой в случае *-— 1. у 

Разделим теперь интервал от 

1 до $1) на частичные интер- 

валы длины 1 и рассмотрим 

ступенчатую ломаную линию, 

ордината которой в первом 


интервале равна во вто- 


1 
= 

1 г. 
ром 5, › ит. д. (черт. 5). Пло- 


ы Черт. 5. 
щадь, ограниченная этой лома- 


ной, равна 


1) Где # — целое положительное число 7Ррн.м. пер. 
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Так как в случае »`>1 этот интеграл при любых значе- 
иях { остается ограниченным, то в этом случае все частич- 


ый 1 
ные суммы ряда Е РАВ ... ограничены. Следова- 
тельно, при п>1 этот ряд сходится. Аналогичным образом, 
С в случае „= 1 мы рассмотрим 
| ступенчатую ломаную (черт. 6) 


и таким образом убедимся, 


что в этом случае ряд 1 -|- — 


1 
и --.-- расходится. Подоб- 
ным же образом, исследование 
сходимости ряда 


1 1 
2 (105 2) * Но 88 Г ^^ 


Черт. 6. 


приводится в связь Сс гораздо более легким вопросом о схо- 


димости интеграла 
[9.2] 


ах 
| (105 2)* 


Подстановка 2==10ех дает нам 


[9.2] [#2 
Г 0 _ [а 
| оо | 2" 
и показывает, что интеграл сходится при >> {1 и расходится 
при я = 1. Следовательно, и данный ряд будет сходящимся 
при *>1 и расходяшиимся при я = 1. 

Мы переходим теперь к рассмотрению того случая, когда 
сама подыитеральная функция в некоторой ‘точке интервала 
нитеграции становится оееконечной. Допустим, что это имеет 
место в точке, служащей нижним пределом интеграции. 
Тогда мы положим по определению 

эй зб 
(к) ах — р (<) ах. 
РЕ 


“а ей 
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метла 


Задача снова состоит в том, чтобы определить те усло- 
вия, при соблюдении которых интеграл будет сходящимся, 
(т.-е. будет существовать предел, стоящий в правой части). 
Мы и здесь начнем с рассмотрения примеров. Рассмотрим 
интеграл 


“ах 
| 
9 
Мы находим: 
и 4х _ 1 ( 1 а 
| 2 1—п фт 
й 


Таким образом мы приходим к следующему заключению: 


1 
интеграл (Е стодится при п<1 и расходится прн п >1. 
0 
Отсюда мы, аналогично предыдущему, выводам два следую- 
щих признака: Если существуют такие два положительных 


И 
числа М и а, что в соседстве точки х==а, | Е = ее: = 
ь 
то интерал | Г(=) ах сходится; напротив, этот интерал рас- 
-а 
ходится, если в соседстве точки х==а, функция [ (2) сограняет 
ь и 
постоянный знак и при этом | (> «ге? причем в этом 
случае М`>0, а=0. 
ПРИМЕРЫ: 
|7 ь 42 _ т 
——— = == АРС —- 
. 4.5 
Интеграл т - (2? < также оказывается 
107 ( —=?) (1 — 2 а?) 


сходящимся. 
$7. Вторая теорема о среднем значении. Докажем прежде 
всего две леммы. 
1. Пусть 


ни, и... и, —>0 


6+ ИЕ. Откдглеиные интегралы 


есть невозрастающая послеловательность неотрипательных 
чисел. Тогда 


В у и д - 
че НЕ, Г, Ем, 13, 35, 5.) 


где № (31, 5,,....5,) есть некоторое число, лежащее в про- 
межутке между напбольшею и навпменьшею из сумм 5, ==:, -- 
2-Е +. в (==1,2, +.- м). 

В самом деле, мы, очевидно, имеем: 


9 НН : 
Е, —5.,, —=9 21, .- йе 


Внося эти выражения в сумму и. г, 
„лучаем: 


—- 
| 
> 
© 


ч 81 -- #5 (5. 81) | из (5. И 55} } тж -- , (5„— вы) 5 
— 51 (и; — 4.) |, (ма из) 9-1 (а - и.) Ро," = 


М { (ии Р-Р а), } == Ми, 


где 21 означает наибольшую из сумм 5,. Соответетвенным 
образом, если и означает наименьшую из этих сумы, то 


5 РЕ. И —в т — 
Ри = 71 (=: и, 1 >Я -1 (* п 5, = За, — 


ие. м, р, 


откуда, в соединении с предылущим, и следует справедли- 
вость нашего утверждения. 

2. Пусть функция [ (2) непрерывна в интервале а == 65. 
Если мы разделим этот интервал на я равных частей и через 5, 
обозначим колебание нашей функции в том из интервалов 


подразделения, где оно наибольшее, то Ит с„==0, соглаено 
п>х 
теореме о равномерной непрерывности. Пусть &, &,... 4 


суть и точек, выбранных по одной в каждом из интервалов 


51, 
подразделения; тогда интеграл [ (2) ах с ногрешностью, не 
} 


а 


з 
превосходящей 23, (5 — а), выражается сумшой У` Г (1.) Ат,. 
х-1 


$; самом деле, рассматривая максимальвую и миничальную 


$7. Вторая теорема о среднем значении 


© 
ИЗ 


суммы, соответствующие данному подразделению, мы знаем, 
что первая из них больше, а вторая меньше интеграла, в то 
время как выбранная нами сумма заключена в промежутке 
между ними. Следовательно, абсолютное значение разности 
между интегралом и написанною нами суммою во всяком 
случае не превосходит разности между максимальною суммой и 
минимальною. Эта же последняя разность, как мы видели на 
стр. 38, не превосходит 25, (6— а). Пусть при сделанном 
подразделении интервала точками деления служат точки 
212,,...т,_:. Эти же точки, очевидно, делят каждый из интер- 
валов ах, (и=1,2,...п—1) на х равных частей, 
в каждой из которых колебание функции не превосходит с,. 
Поэтому, каждый из интегралов 


| “га аа 


х 

зыражается соответствующею суммою Г (4х, с погреш- 
2—1 

ностью, не превышающей 2 с, (Ъ — а). Если мы далее заметим, 


а? 
что интеграл | [(2)4х есть непрерывная функция своего 
а 
верхнего предела, и обозначим через =, максимальное коле- 
бание этой функции в различных из наших интервалов под- 


разделения, то мы будем иметь не =„==0. Таким образом, 
п р*.^ 


если х, = х21,-4., то интеграл (+ (=) 4х отличается от 
“а 


па 
интеграла, | Г(х)4х менее, нежели на =,. Отсюда следует, 
[12 


что каждый такой интеграл выражается одною из сумм 


х 
у» Р(Ах, с погрешностью, не превышающей 25, (6 — а)-|-е„. 
2—1 
Еели АГ означает наибольшее, а ,— наименьшее значение функ- 
Га 


ции #12) Чл в интервале а х- В, тю, следоволтельно, каждая 
а 
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+ —. 


из сумм Г(З) Аа, НР (5) Ах, --.-. --Р(&)Ах, заключена между 
и — 20, (6—1) и М--25,(5—а). В этом и состоит наша 
вторая лемма. 
3. Рассмотрим теперь интеграл 
в 
$ (2) Г (2) ах, 

“а 
где функлии [и ф непрерывны, и сверх того в интервале 
а. функция о (2) 0 и есть функция невозрастающая. 
Подобно тому, как мы это делали в нашей второй лемие, 
мы и теперь разделим интервал «=х=6 на п равных ча- 
стей и приближенно представляем наш интеграл с помощью 


суммы 
ФСЕ (Е) Аа, -- ++ 9 (Г (Е) Ах. 


Так как числа ф(&,),...,ф(&,) неотрицательны и образуют 
невозрастающую последовательность, то к этой сумме мы 
можем применить лемму 1. Мы, таким образом, находим, 
что наша сумма заключена между ф (&)- ($1, 5,...5,) и 


$(&).М ($15,...›5„), где 
5, ==Р(&,) Аж. -|- --- Г (5.) Ах. , 


а М (5,...3„) и в(%,..-,5,) соответственно означают наи- 
большую и наименьшую из этих сумм. Но на основании 
леммы 2, каждая из этих сумм заключена между 


р— 25, (6 —@—в и М--25, (6 —а)--е,. 


Помножая эти числа на %(&), мы получим следова- 
тельно два предела, между которыми заключается сумма 


7 
Х в(5.)Ё(&.)Ах.. Если теперь в-—+00, то в пределе эта 
х—1 
сумма обращается в интеграл, Ншо,==0 и Ша в =0, 
Пт 9 (6,) == (а). Получаемый интеграл поэтому лежит в пре- 
делах между нф(а) и Мо(а), и следовательно равняется 
произведению числа (а) на некоторое среднее значение 


„ 


функции | /(2)42. Так как эта последняя непрерывна, то 
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= = == 


найдется такое значение { (===), что 


„5 


}: Г (<) (2) 4 ==9 6} 7 (<) ах. 


мт 


Таким образом, мы приходим к следующему результату. Если 
в интервале а=2=6 функции Г и о непрерывны, при чем 
функция х положительна и монотонно убывает, то в дан- 
ном интервале найдется такая точка & что 


| , ОЕ | (2) г. 


Это есть первый частный случай второй теоремы о 
среднем значении. Можно обобщить это предложение на 
случай произвольной монотонной функции $(5), при чем 
однако, оно получает несколько иную формулировку. Если, 
в первую очередь, фувкция $(2) в данном интервале отри- 
цательна и монотонно возрастает, то доказанное предложе- 
ние, разу иеется, сохраняет силу без всяких изменений, в чем, 
мы непосредственно убеждаемся, рассматривая сначала функ- 
цию —5(2). Пусть далее функция $ (1) монотонно возрастает 
и положительна, тогда функция $ ( — 1) положительна и моно- 
тонно убывает в интервале —5=135=—0. Поэтому мы 
имеем 


а - 


| $(--=)[ (— <) 45==5(5) | г 4х. 
то-есть т 
„Б „а 6 


) го $ (2) в] ГС-Э+С 2) ах=$ (5) )! (2) ах. 


Следовательно, В этом случае мы имеем 


.5 в 


| зо ае-е (| Га. 
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Эта форма доказанного предложения снова сохраняет 
силу без всяких изменений для случая функции отрицатель- 
ной и монотонно убывающей, в чем мы снова убеждаемся, 
рассматривая функцию — 9 (2). Теперь мы переходим к случаю 
произвольной монотонной функции, которая, следовательно, 
может изменять знак в данном интервале. Во всяком слу- 

9 (2) — 9 (6) 
чае, функции 9(х) —%(5) и $(1) ='- —— также моно- 

у $ —4(5) 
тонны. В частности функция $ (х) положительна в монотонно 
убывает, вследствие чего для нее теорема о среднем значе- 
нии справедлива в своей первой формулировке. 

Это дает нам 
ь В 
| $ (=) (2) 4=5 @)\ Е (<) ах, 
а а 


откуда 
[2 


о 


| фГах==9 оф ах Ф (1 4х. 


а 


Следовательно, если функция $ (1) монотонна в интервале 
а=1=56, то в этом интервале найдется точка &, для которой 


[2 2 [2 
| оао [ гаг--9®( Гах. 
а а Е 


Следует еще заметить, что в этой формуле мы можем поло- 
жить 9 (6) =0, ели функция $(х) положительна и убывает 
или отрицательна и возрастает, и ф(а) =0, если (2) положи- 
тельна в возрастает чли отрицательна и убывает. 

Нетрудно убедиться, что это предложение справедливо и 
в том случае, когда функция (2), будучи монотонной и 
ограниченной, в то же вречя разрывна. Ибо легко видеть, 
что если при этом функция { непрерывна, то функция ф/ 
интегрируема, а этого, как легко убедиться, достаточно для 
доказательства. 
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$ 1. Применение неопределенных интегралов. Мы убе- 
дились, что задача отыскания площадей в существе своем 
совпадает с задачею о нахождении величин определенных 
интегралов. Правда, в первую очередь мы ограничились 
при этом площадями областей особого вида. Однако чита- 
тель, вероятно, без особых затруднемий сумеет и во многих 
других случаях, путем надлежащего разложения данной об- 
ласти на части, свести задачу к этим простейшим случаям. 
Ниже мы познакомимся с соответствующими примерами. Для 
решения этой задачи нам уже во второй главе представился 
путь, состоявший в том, чтобы сначала найти неопределен- 
ный интеграл подъинтегральной функции, а затем уже пе- 
рейти к определенному интегралу. Поэтому мы теперь про- 
еледим этот путь до конца на нескольких примерах с тем, 
чтобы потом взвесить его преимущества и недостатки. Далее 
мы, опираясь на определение интеграла как предела суммы 
получим некоторые способы вычисления, идущие более пря- 
мым путем и позволяющие вычислять значения определен- 
ных интегралов с любою наперед заданной степенью точно- 
сти. Наконец, в гл. УГ мы ознакомимся еще с одним способом, 
основанным на разложении функции в ряды. 


т— 1 


1 
1. [бот ефе— побив 2. т" — 25 фт. 


С помощью этой формулы, выведенной нами на стр. 13, 
мы теперь получаем, в случае жа, 


1 


= 
а 2 


‚> 


. *—1 * 
51 * д 45 =. р эт *— 2; 4х, 
о о 
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т.е. результат, значительно более прослжой. Применяя полу- 
ченную формулу несколько раз, мы в -конце концов пелу- 


чаем :: 
ь т — 1 жт_8 т—5 


2 
. . ... если 2 нечетно 
р тж т т—4 3’ 

ти — РВ, 
т: 71 | т—1т_3т—5 1.1 если четно 
АЯ т т 2т—4 22 , 


Эк 


2. зе 4х=п, если п-— целое чеясло. В самом деле, 


0 
интегрируя по частям, мы находим 


2: 2= 2= „8 
[зо ве | с08? их 45 == |= — ) 81 2 ях ах, 
© 0 5 о 


и следовательно, 
г 1 2х 
| ввоз ах==-п. 


о о 
3. Интеграл 


119 
|= их зш тя ах =0, 


о 


если т и »— целые числа, и т-ё п. В =этом мы также убе- 
ждаемся, интегрируя по частям. Подобыным образом мы на- 
ходим, что для любых целых ти в 
22 
| 311 92 608 74; 4х ==0. 
"0 
© 
4. [еее 41 ==(р —1)! В самом дегле, интегрируя по 
о 
частям, мы находим 
г Ге. 


\ ет == —е24Р-1-- (р— 1) \ е-2щР- 24. 


Подставлня пределы, мы находим 


„55 © 
ежа =(р— 1) | еж" -2 4х, 
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а применяя эту формулу несколько раз, приходим к выводу 


Г) 


| ет аР-1 ад = (р— 1)! 
о 


22 2 
5. Площадь эллипса — -- У = 1 удобнее всего вычислить, 
а [02 


2 
отыскивая сперва площадь половины у==-|-Ь и — (=) 


этого эллипса и затем удваивая результат. Мы имеем 


ирина 


откуда 
х \? а 
ь. | 1 — (=) @=—->-[агс зщ 1 — ате эт ( — 1] 5. 
ее а 2 


. 
Когда х изменяется от — а до -|- а, то агс эт -х изменяется 


п п 3 бп 
от—-- до ри. ‚ или от5-доз-, ит. д. Следовательно, 


а 
ь | РН (=) ал авт, 


Таким образом, площадь эллипса с полуосями а и Б равна паф. 
6. Иногда для жзадритуры (т.-е. вычисления площади) 
целесообразно бывает пользоваться 


я 
уравнением кривой в полярных ко- 


ординатах или ее параметрическим а 
представлением. Если, напр., дело г. ь 

идет о вычислении площади сектора 

(черт. 7). ограниченного кривою % 

т==[() и двумя прямыми, прохо- [ 

дящими через вачало коорданат, то +8 
выгоднее всего вычислять пло- Черт. 7. 


щадь, находя для нее приближенные 
выражения с помощью ступенчатых ломаных, приноровлен- 
ных к полярной системе координат; для этой цели следует 
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разделить на части угол между прямыми 5 и ф., и часть. 
фигуры, заключенную между двумя соседними из числа 
построенных прямых, заменить круговым сектором, радиус 
которого равнялся бы расстоянию от начала координат до 
какой-либо из точек кривой, расположенных между лвумя 
выбранными прямыми. Площадь такого сектора, если угол 


7’ 
при центре есть Аф, равна ре Сумма площадей всех 


таких круговых секторов есть поэтому 


у в Ау, 


Переходя к пределу, мы находим, что площадь данного 
сектора равняется интегралу 


1 ЭН 
| ИР. 


$ 

ПРИМЕЧАНИЕ: В данном случае мы пользуемся форму- 

лами, выражающими площади частей круга, как готовыми 

Ниже мы будем иметь случай рассматривать их в общей 
связи с точки зрения интегрального исчиеления. 

Полученную нами формулу мы прежде всего применим 

к отысканию формул для площадей, в случае, когда огра- 

ничивающие кривые заданы в параметрической форме. Пусть. 

снова требуется вычислить площадь сектора, изображенного 

на черт. 7, и пусть ограничивающая его кривая задана. 


уравнениями х—2 (1, у-==у(4). Тогда 7? = 2 -|- у? и вф= 2, 


9 (4) 


откуда ф— ас 1 —-_. Сделаем теперь в определенном 


2(9 ` 
фа 
5 | 72 о 
Фо 


подстановку, выражаемую этой последней формулой. Так как: 


интеграле 


4 _ ду —%у 
4 у? › 


$ 1. Применение неопределенных интегралов 73 


—=——— 


То ДЛЯ площади сектора мы получаем выражение 


1 о 
— | (ту — ху) 4. 
| 
ПрРимЕРЫы: Уравнение так называемой астроиды, изобра-- 


женной на черт. 8, имеет вид 
у 


яз--уЗ —=1 


Нетрудно указать и параметри- 
ческое представление этой кривой: 
оно дается формулами х =: с083 $, 
у==813$. Когда & изменяется от 0 


т 
до >, точка (=, у) описывает уча- 


сток кривой, расположенный в пер- 
вом квадранте. Для площади этой 
четверти астроиды, заключенной между кривою и осями 
координат, мы, Таким образом, находим выражение 


Черт. 8. 


2 


=] 3 (с05* $ вт? $-- ©0852 $ т {} 4#—= >| 6082 $ эт? $ = 
о 


п 
2 


о. 
=5}. (эт 222 &== 39 


п 
Площадь всей астроиды, таким образом, равна в" 

Подобным же образом, уравнения х=—=4608 $ у=ёзщ 
дают параметрическое представление эллипса. 


Для площади четверти эллипса мы отсюда находим выражение- 


ы 2 2 
| аб (0821 -- 512 1) сы 
р 2 4 


Для цлощади всего эллипса мы снова находим величину паб. 
Наконец, рассмотрим снова петлю Декартова листа 
(см. т. Г, стр. 180. Прямая у=, проходящая через 
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двойную точку кривой, пересекается с кривою в точке, для кото- 


рой х= в’ ибо уравнение кривой есть 23 -|- 93 — Заху =0. 
| 
Ордината точки пересечения, следовательно, равна 
__ Зав 
Ч 


Тем самым мы нашли параметрическое представление 
данной кривой. В частности, первая половина петли, распо- 
ложенная в первом октанте, характеризуется условиями 
0=:=1. Нлощадь ее, следовательно, равна 


9а? ("№ 
| ира 
9 
Отыскивая сначала неопределенный интеграл, мы находим 
2 
И: = 
ав} три 
Поэтому искомая площадь будет равна 
тт 3 
рН . ——- а? 
2 я з.) в 


В. 
а следовательно площадь всей петли равна 5 48. 


Во многих случаях надлежащим образом выбранное раз- 
ложение фигуры на части Позволяет привести квадратуру 
к рассмотренным нами основным слу- 

ы чаям. Мы наметим этот путь хотя бы 
на одном примере. Пусть требуется 

ы вычислить площадь фигуры, изобра- 

А женной на черт. 9. В таком случае 

мы вычислим сначала площадь кри- 
волинейной трапеции, ограниченной 
верхней половиною кривой от А до Б, 
и затем площадь, ограниченную ниж- 
ней половиной кривой. Наконец, для получения искомой пло- 
щадн, мы из первого результата должны будем вычесть второй. 


Черт, 9. 
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В нредшествующем мы ограничились такими примерами, 
где наш путь — путь отыскания определенного интеграла 
при помощи неонределенного — приводил нас к цели. Скажем 
теперь несколько слов о других возможных примерах, где 
дело обстоит иначе. Если бы для интеграла, 


| зп” хх 4х 


мы выбрали пределы, отличные от тех, которые мы имели 
выше, то мы пришли бы к формулам далеко не столь 
простым. Если бы мы стали рассматривать интеграл 


пяз (-|9%) 
== | ау], то ни одним из известных нам способов 
1055 у 


мы не могли бы отыскать неопределенного интеграла, т.-е. 
найти для него выражение в виде конечной комбинации 
известных нам функций. Можно даже показать, что это 
вовсе невозможно. Данный интеграл представляет собою 
некоторую новую функцию, так называемый интефольный 
лозарифм, — функцию, которая не может быть представлена 
никаким конечным выражением, составленным из злементар- 
ных функций. Аналогично обстоит дело в случае более 
г ах 
Ут 


простого на первый взгляд иноаЕВ, ‚ а также 
‚ Таким образом, мы убеждаемся, что 


интеграла | —_щ 

105 тя 
даже в некоторых весьма простых случаях наш первый способ 
вычисления определенных интегралов оказывается совершенно 
непригодным. Без сомнения, и по существу дела, путь, 
который для вычисления одной единственной площади тре- 
бует предварительного вычисления неопределенного инте- 
грала, т.-е. целого ряда площадей -—такой путь в известном 
смысле является путем обходным. Поэтому, мы теперь обра- 
тимся к отысканию снособов, которые дали бы возможность 
более прямого подхода к проблеме. В отдельных простых 
случаях, если притом требуется найти точную формулу, наш 
етарый способ может сослужить хорошую службу. Но для 
практического вычисления он, вообще говоря, непригоден 
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и применяется с успехом лишь в весьма немногих частных 
случаях. 

$ 2. Графическая интеграция. Мы теперь переходим 
к изложению методов, позволяющих находить численное 
значение интеграла 


| (2) 4 


с произвольной, наперед заданной, степенью точности. Это- 
и есть в сущности та задача, которую ставят нам прило- 
жения интегрального исчисления. Несомненно, выражение 
этого интеграла с помощью явных и точных формул имеет 
значикельный теоретический интерес. Однако для целей 
практических вычислений такого рода формулы, вообще 
говоря, пригодны еще менее, чем напр., формула Саг4ап’а 
для численного решения кубических уравнений. Применение 
их во многих случаях ведет только к излишним затрудне- 
ниям, ибо численное вычисление определенных интегралов 
по существу дела есть задача более простая, нежели уста- 
новление явных точных формул. 

Основная ндея всех такого рода методов состоит в том, 
что подъинтегральная функция в интервале интеграции за- 
меняется другою, более удобною для вычислений, с таким 
расчетом, чтобы происходящая от этого погрешность не 
выходила за пределы той степени точности, какая требуется 
данной задачею. Способ, служащий для определения вели- 
чины погрешности, также весьма прост. Если функцию / (х) 
мы заменили функцией о (<), то пусть во всем интервале 
интеграции |/ (5) — 5 (2)|< в. Тогда 


25 
| Гоа [ за 


= |1) — (20) |42<(6—&. 


Это рассуждение является общим для всех такого рода 
методов; различия коренятся в выборе приближенной функ- 
ции $(2). Уже в первом томе мы ознакомились с некото- 
рыми способами построения приближенных функций. Теперь 
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нам представляются еще более простые способы. Уже при 
самом определении интеграла мы ведь пользовались в каче- 
стве приближений ступенчатыми ломаными. Если при этом 
с есть наибольшая разность между соответствующими одной 
и той же абсциссе ординатами кривой и ломаной, то дости- 
гаемая точность измеряется величиною с(6 — а). Стало быть, 
все сводится к тому, чтобы найти эту максимальную раз- 
ность 5. Иногда эта задача может привести к очень длитель- 
ным вычислениям. Весьма просто дело решается, если кри- 
вая, площадь которой мы ищем, т.-е., следовательно, подъ- 
интегральная функпия, изображена на чертеже с известною 
нам степенью точности. Тогда легко измерить разности между 
ординатами кривой и ломаной. В этом случае, когда перед 
нами имеется чертеж, естественно попытаться найти и самую 
величину интеграла графическим путем. Так как сделать это 
для любого < не затруднительнее, нежели для одного какого- 
зибудъ определенного значения верхнего предела, то мы 
поставим себе теперь задачу-—начертить кривую 


„— Г (2) 4х, 


пользуясь приближенным изображением подъинтегральной 
функции с помощью ступенчатых ломаных. Вся наша задача 
очевидно состоит в том, чтобы определить графически пло- 
щадь отдельных ступеней ломаной, т.-е. построить отрезок, 
мерою длины которого служило бы то же самое число, каким 
измеряется площадь данной ступени, и затем приложить 
друг к другу эти отрезки; таким образом, мы и получим при- 
ближенное изображение интегральной кривой. При практи- 
ческом выполнении этого плана важно еще не вводить лиш- 
них источников возможных погрешностей и, следовательно, 
устроить по возможности так, чтобы каждая отыскиваемая 
точка сразу попадала на свое надлежащее место, и чтобы 
гем самым нам не приходилось лишний раз откладывать уже 
найденных отрезков, и тем самым еще увеличивать уже 
имеющуюся погрешность. Таким образом, мы приходим к спо- 
<обу, намеченному на черт. 11, который состоит в повторном 


ее ТЕ даащееео ео ЕЕ НЕ 
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применении процесса графического умножения. В самом 
деле, нам надо находить произведения типа т) Ах,. Осно- 
вание процесса графического умножения изображено на 
черт. 10. На черт. 11 эта схема применяется повторно, с тою 
разницею, что два подобных треугольника, встречающихся 
в схеме, здесь лежат в разных местах: первый — с основа- 
нием 1 и высотою /(5,) — всегда расположен влево от оси 
у-ов: — второй, с основанием Ах,, расположен на соответ 
ствующей высоте над интервалом Ах.. Высота эта каждый 
раз равна сумме пло- у , 
шадей предшествующих 
ступеней. 


Е ое ее 


Черт. 10. Черт. 11. 


Полученная степень точности, по крайней мере, в точках 
деления, может быть еще несколько улучшена соответствую- 
щим выбором ступеней. Для этой цели следует всегда выби- 
рать высоту ступени так, чтобы площадь ступени (на глазо- 
мер) была по возможности близка к площади соответствую- 
щего участка кривой. В этом случае очевидио, что на черт. 11 
мы получаем ломаную, которая для 4ю060й абсциссы изобра- 
жает собою площадь нашей первоначальной ломаной. 

Легко видеть, что погрешность, происходящая вследствие 
неточности чертежа при вычерзивании подъинтегральной 
функции, учитывается совершенно так же, как и основная 
погрешность, происходящая вследствие замены данной кри- 
вой ломаною линией. Если наибольшая возможная погреш- 
ность чертежа есть =, а разность ординат кривой и ломан- 
ной не превышает с, то общая погрешность для интеграль 
ной кривой не превосходит (= - о) 2 —а). 


>) 


$ 3. Вычислительные процессы интеграции, 
дд иЫЫЙЫМФМрЫФМ=——— [ 


Процесс графической интеграции можно применять и 
с самого начала, при вычерчивании подъинтегральной функ- 


ции. Если, напр., мы хотим графически найти | юс д 42, то 


прежде всего мы должны начертить кривую у==105 х. Это 


“4х 
же удобно сделать, отыскивая |= способом графической 


1 
интеграции, предварительно начертивши кривую, у==-› для 


чего имеется много удобных способов. Для того, чтобы на- 
чертить кривую у==2?, можно подгвергнуть графической 
интеграции чертеж прямой у—=2х, и т. д. 

8 3. Вычиелительные проц"есы интеграции. Указанные 
нами процессы могут быть проведены и чисто вычислитель- 
ным путем. Как мы уже заметили выше, дело всегда сво- 
дитея к тому, чтобы оценить точность, с которою данная 
функция [(2) выражается выбранной приближенной функ- 
цией. Средства для этой цели дает нам, напр., теорема о сред- 
нем значении, позволяющая выразить разность [ (х) — у (2) 
через производные обеих функций. Так, напр., если мы 
в интервале от 2, до х,-|- Ах, заменяем кривую у = 1 (2) гори- 
зонтальной прямою высоты [(т,), то разность ординат равна 

Г — (п) = @— 2) Рош —=]. 

Если мы умеем найти оценку производной, то тем самым 
мы найдем и оценку для этой разности, следовательно, сумеем 
найти максинальную погрешность, соответствующую выбран- 
ному приближению, а значит, и оценить точность того при- 
ближения, которое мы получим для интеграла. Таким спосо- 
бом мы, разлагая, напр., данный интервал на я равных частей, 
получаем для искомого интеграла приближенное выражение 


Г) -- (>) ЕН И.) &—а), 
п 


где 2, х,...,я, суть любые точки частичных интервалов, 
напр. левые концы их. 

В случае графического способа, приближение посредством 
ступенчатых ломаных было, пожалуй, единственно удобным. 
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При способе вычислительном, мы имеем в нашем распоря- 
жении еще ряд способов приближения. В отдельных интер- 
валах подразделения мы можем заменять соответствующий 
участок кривой отрезком насательной, или хордою, или 
дугою параболы и т. д. В первом томе мы научились оце- 
нивать точность каждого из упомннутых способов прибли- 
жения. Здесь мы поэтому только выведем еще те различные 
формулы, которые этими путями получаются. 

1. Приближение с помощью касательных (черт. 12). Пусть 
интервал разделен на равные засти. Точки деления мы 060- 
значим через 2, =а, #,х,..., 2.1, „==. Мы будем выби- 


у 


Черт. 12. Черт. 13. 


рать касательные, проведенные в точках, соответствующих 
серединам частичных интервалов. Приближенное выраже- 
ние для интеграла тогда получает вид 


сибе) (еее 


2. Приближение с помощью хорд (черт. 13). Формула полу- 
чается такая: 


СИ Е Ра) ЕР) --- Е 2И(а, 5) НГ) 


В случае кривой, которая на всем интервале сохраняет 
выпуклость или вогнутость, непосредственно очевидно, что 
истинное значение интеграла заключается между двумя 
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последними выражениями. Это дает возможность новым путем 
оценить точность приближения для интеграла. Это и есть 
тот способ, которым пользуются в элементарной геометрии 
для вычисления площади круга и числа п, после того как 
сделано допущение, что круг имеет определенную площадь. 
3. Приближение с помощью 
яарабол (черт. 14). Для каждого У 
из и интервалов подразделения 
мы чертим параболу, проходя- 
щую через три точки данной 
кривой —— именно через точки, 
лежащие над концами интер- 
вала и его серединою. Пусть 
уравнение этой параболы будет 


уве 2-- 0,27. 


Тогда для площади, ею ограниченной, мы получаем 


и +1 


[а С. г 
оба, (ана) На т, (м) = 


Ш” |уео- (ыы) уе | 


Вся приближенная площадь, таким образом, принимает вид 


= | (ао) +и(&+=) а.) (+=) +. | 


Эту формулу называют иравилом Эйпрзо”’а. 
Чтобы удобным образом оценить на примере получаемые 
приближения, мы применим наши три способа к интегралу 


и 47. в п 
та ей, 
Полагаем „==5, и получаем: по способу 1) 0,7862..., по спо- 


собу 2) 0,7836..., по правилу Зипрзоп’а: 0,7853. Истинным зна- 
чением, при четырех десятичных знаках, будет 0,7854. 


Дифференциальное и интегральвое исчиеленил. Ч. и. 6 


\У. Длина дуги и кривизна кривых. 


$ 1. Понятие длины дуги. Спрямлением какой-либо кри- 
вой обычно называют определение длины ее дуги. Однако, 
слова эти лишены определенного смысла, покуда мы не объ- 
яснили, что мы разумеем под именем длины дуги кривой. 
Нам представляется естественным вписать в кривую лома- 
ную линию, состоящую из хорд, и принять за длину кривой 
тот предел, к которому стремится длина этой ломаной при 
неограниченном увеличении числа ее звеньев. Приблизи- 
тельно подобное определение мы и установим. Однако, вполне 
аналогично вышеизложенному определению понятия инте- 
грала, мы и здесь должны прежде всего убедиться, что упо- 
мянутый предел действительно существует, и что величина 
его не зависит от выбора тех ломаных линий, которые 
служат приближениями нашей кривой. 

НримеЕчаАниеЕ. В данном случае ступенчатые ломаные 
были бы непригодны в качестве приближений, как показы- 
вает уже пример прямой у— в интервалле 0—1. Какую 
бы ступенчатую ломаную мы ни выбрали, длина ее, разу- 
меется, будет равна 2, в то время как длина изучаемого 


отрезка прямой равна У2. Но нашею задачей является как 
раз распространение понятия длины, знакомого нам в слу- 
чае прямолинейных отрезков, на отрезки криволинейные. 
Поэтому, разумеется, новое определение в применении к 
ломаным линиям должно давать результат, совпадающий 
с тем, какой получается обычным путем. Черт. 15 иллюстри- 
рует случай несколько более общий. 

Что касается приближений посредством ломаных, со- 
ставленных из хорд, то прежде всего ясно, что далеко не 
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для всех непрерывных функций длина такой ломаной стре- 
мится к определенному пределу при неограниченном увели- 
чении числа ее звеньев. 

Достаточно, напр., вспомнить построенный нами в первом 
томе пример непрерывной функции, не имеющей производ- 
ной. Мы там показали, как мы мо- 
жем построить последовательность 
состоящих из хорд ломаных линий, 
так чтобы длины отдельных звеньев 
при этом стремились к нулю. Но 
как легко видеть, при этом длина 
первой ломаной равна 3, длина вто- 
рой—3°, и вообще длина *й— 3", 
так что длины этих ломаных не- т 
ограниченно возрастают. Поэтому, Черт. 15. 
если кривая имеет определенную 
длину, то это является некоторым свойством ее, еще не 
вытекающим из непрерывности. 

Мы дадим следующее определение: 

Пусть функция Ё (5) непрерывна в некотором интервале. 
Газделим этот интервал на п частей, и в каждом из частич- 
ных интервалов заменим кривую собттветствующею хордой. Пусть 
имеетея бесконечная  последовательность такою рода лоланонх 
аиний. составленных из хорд, и пусть, обозначая через $, длину 


наидольнею звена в ломаной, мы илеем Ша $,=0. Далее, 
—-® 


пусть 1, означает Цлину п-й зоминой линии. Если Ши В, суще 

но 
ешвует Оля веякой тикой последовительноети ломаных, ни если 
рейса этот один и тот ме для ввех татню рода посдедосиииель- 
ностей, то мы будем пазывинь данную привую спрямаяемой, 
и упамянушьмй предел — длиною се душ, расположенной в данном 
интервал. 

Для нас представляет особый интерес класс функций, 
о которых идет речь в следующем предложении. 

Тслн функция у==Нх) имеет производную в каждой точке 
пннернила и жоТЬ, и еб эта производная Ё (2), в ввою ане- 
редь, ноеврерывиа 5 банном ниерае, ано Кривая ] > ИКИ виря- 

6 
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маяема в интервиме а 5, и длина её вырижиется итие- 


‘ралом 
. 
= ИГСО 4. 
‚а 
В самом деле, если х.=а, *, ... хо, 6==42, буть 
точки деления, а [(х,), [(х,), ... — соответствующие орди- 


наты, то длина составленной из хорд ломаной равна 


п 


Уи =) Ри 


= У. зру ГЕИ, Е, — 2,1). 


4—0 


Если п неограниченно возрастает, то пределом этой суммы 
очевидно и будет интеграл 


| |] 
| УЕ @рал. 


Тем самым показано и существование предела, и незави- 
симость его от выбора последовательности ломаных. 

Однако, непрерывные функции, о которых шла речь 
в этом предложении, без сомнения не являются единствен- 
ными спрямляемыми. Существует еще много других. Оказы- 
вается, что класс спрямляемых кривых в точности дается 
классом функций с ограниченным изменением. Однако мы 
не станем останавливаться на этом предложении. Мы найдем 
еще интегралы; выражающие длину кривой в случаях, когда 
эта кривая задана в полярных координатах или в параметри- 
ческом представлении. Пусть сначала х==() и у==У(; 


Я ‚ 
тогда =, и если, в качестве Переменного интеграции, 
мы введем $ вместо х, то длина дуги кривой в промежутке 
между точками, соответствующими значениям параметра 
; ив будет 


н 


ину? 4. 
“ь 
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Однако приведенный нами вывод этой формулы в одном 
отношении неудовлетворителен. Ибо он возможен только 
для кривых, которые однозначно выражаются уравнением 
вида у=!(1), между тем как параметрическое представле- 
ние допускают и более широкие классы кривых. Поэтому 
мы докажем еще следующее предложение: 

Пусть некоторая кривая задана параметрическим предетавле- 
нием == (1), 9У=5(0 (КЗ ЕЗЬ), примем функции $ (0 и (0 
в данном питервале непрерывны и имеют непрерывные произ- 
водные. Тода в данном интервале кривая спрямляема, и длина 
ее выражается интефалом 


Если мы на данном участке кривой возьмем точки, со- 
ответствующие значениям параметра =, т, ..., ==, 
в качестве вершин некоторой вписанной ломаной, то длина 
этой ломаной получит выражение: 


п—1 


: „=Уи [9 (< фа) + @Р--ЮС, ты) — -Ф(°. 


5—0 


Применяя дважды теорему о среднем значении, мы на- 


ходим 
#--1 


Ге | Ги 12 — 
1. Ум ИР. (ии. 
3—0 

Если бы средние значения т, и *", были во всех случаях 
одинаковы, доказательство заканчивалось бы немедленно; 
но, вообще говоря, разумеется, это не так. Чтобы преодо- 
леть проистекающее отсюда небольшое затруднение, рас- 
смотрим функцию 

Е (тд) = в ОР-- ФОР ; 
При К тЫ, & =е==&8 эта функция непрерывна отно- 


о-= 


сительно обоих переменных. Совершенно аналогично случаю 
одного переменного, здесь также имеет место теорема о рав- 


30 фито оне и О ин АР 


номерной непрерывности (подробное доказательство см. 
гл. УТ, $ 7). Следовательно. если нам дано произвольное 
=`^>0, мы всегда можем найти такое число 5 (=), что 


ие 


коль скоро |+, —1,|<8() и |5; —5|<.2(=), где бы ни были 
в данной области расположены точки (3, 21) И (5, =,). В частно- 
сти, применяя это к вышеполученным средним значениям, 
мы видим, что |Ё(3’, т’) — Е(,, 1/)|<.в, коль скоро все 
частичные интервалы нашего подразделения имеют длину 
меныпую, нежели 6(:). Отсюда мы получаем, что 


т —\ м Ри] АВР чм) — 5 
<«=Е—&. 
Отсюда же следует, что 
эь 
Ни В = ан бр” —- $" я 
>05 . ю 


ибо Ук ес, т/) имеет своим пределом этот интеграл, а $ 


может быть выбрано произвольно малым. 
Если уравнение кривой задано в полярных координатах, 
’—/ (9), то мы получаем параметрическое представление 


#=—1 (49) 08$, у-={ ($9) зто 


и длина кривой получает выражение 


Примеры: Для параболы у==2? длина дуги равна 
| ИГ аа, 


= 5 


р авы „ 5 2 
что дает и ИЕ || Ё Е". 
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у 
ставление х—4с0$%, у=-=6ятз. Длина одной четверти 
эллипса отсюда равна 


т? , 
Для эллипса, Е —1 мы имеем параметрическое пред- 


°2 


\ р а? -- 6260820 (6. 


В прямоугольных координатах мы получаем 


а — е2? 


1 
== | и Е ах, 

а И (48 —2) (@1 — #7) 
где мы положили е? = а? — #7. 

Это есть эалинтический интерал. Этим именем вообще 
называют интегралы, в которых подъинтегральная фувкция 
рациональным образом зависит от х и от квадратного корвя 
из какого-либо многочлена третьей или четвертой степени 
относительно х, все корни которого различны между собою. 
Такие интегралы не выражаются конечными комбинациями 
элементарных функций. Ниже мы будем иметь случай выра- 
зить длину четверти эллипса посредством бесконечного 
ряда. 

$ 2. Замечания о чиеле п. В школьном курсе геометрии, 
когда речь идет о числе п, обычно становятся на ту точку 
зрения, что существование определенной площади и опре- 
деленной дуги для круга и различных его частей уже дока- 
зано, и указывают лишь способы для вычисления этих длин 
и площадей, рассматривая для этой цели некоторые особые 
приближающие многоугольники, с помощью которых вычис- 
ления становятся весьма простыми. Но если даже при этом 
доказывается, что периметры и площади этих многоугольников 
стремятся к определенным пределам, то все же этим еще не 
выполнено все, что в этом пункте нам должно быть известно. 
Ибо лишь общее определение длины дуги позволяет, напр., 
доказать, что длина дуги, составленной из двух дуг одной 
и той же окружности, равна сумме длин этих двух соста- 
вляющих ее дуг; дело в том, что приближение с помощью 
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правильиых вписанных многоугольников для этой цели ока- 
зывается недостаточным, ибо концы двух составляющих дуг 
могут не принадлежать к числу вершин никакого правиль- 
ного многоугольника одновременно, как бы много ни имел 
сторон этот последний. Если же мы, в первую очередь, по- 
кажем существование определенной длины дуги и опреде- 
ленной площади для круга и его частей, то все способы 
для вычисления числа п становятся вместе с тем законными 
способами вычисления длины окружности и площади круга. 
Измерение углов в дуговой мере также лишь после этого 
становится законным. 

Доказательство существования площади, на основании 
определения, данного нами на стр. 41., проводится весьма 
просто. Несколько сложнее доказательство спрямляемости, 
ибо, как показывают рассуждения предыдущего параграфа, 
при этом нам придется сперва обратиться к теории опреде- 
ленных интегралов. Эта теория даст нам тогда, вместе с до- 
казательством спрямляемости, и выражение длины окружно- 
сти в виде определенного интеграла. Вычисление этого ин- 
теграла не может быть доведено до конца с помощью теории 
неопределенных интегралов; вычисление это в точности 
эквивалентно вычислению числа п. Таким образом, вычисле- 
ние числа п получает важное значение при отыскании ве- 
личин уже простейших определенных интегралов. 

Но так как мы уже с самого начала, с первых страниц 
дифференциального исчисления, пользовались измерением 
углов в дуговой мере—а следовательно и спрямляемостью 
окружности, то нам желательно теперь дать элементарное, 
независимое от предшествующего, изложение этого доказа- 
тельства для окружности и ее частей. 

Покажем сначала возможно элементарным путем, что 
круг имеет определенную площадь. Для этой цели мы опи- 
раемся на определение, данное нами на стр. 41. Мы будем 
считать уже доказанным, что площади вписанных и описан- 
ных 2“”-угольников (т.-е. квадрата, правильного восьмиуголь- 
ника и т. д.) стремятся к одному и тому же пределу +”. 
Тогда прежде всего этот предел будет верхним пределом 
для любых вписанных многоугольников. В самом деле, с одной 
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стороны, площадь каждого из таких многоугольников менее, 
нежели площадь любого из описанных 2"-угольников, а сле- 
довательно, не превышает их предела $”. С другой же сто- 
роны, существует последовательность вписанных много- 
угольников (именно наших 2”-угольников), площади кото- 
рых имеют пределом „”. Таким образом, верхний предел 
площадей всех вписанных многоугольников, с одной стороны, 
не превышает У", а с другой—не менее Л. Подобным же 
образом мы покажем, что Л есть нижний предел для пло- 
щадей описанных многоугольников. Таким образом, эти два 
предела совпадают, и, следовательно, круг имеет определен- 
ную площадь. Аналогично показывается и наличность опре- 
деленной площади у кругового сектора. 

Длину дуги круга радиуса г мы теперь определим следую- 
щим образом. Пусть У(ф) означает площадь сектора, соответ- 
«Ф) 

г 


и назовем Ку) длиною дуги круга радиуса », соответствую- 

щей центральному углу $. Пусть тогда +,($) означает пло- 

щади какой-либо последовательности вписанных ломаных, 

при чем Нш 49,(9) =), и пусть &(9) означает длины этих 
по 


ствующего центральному углу $; тогда мы положим Ку)=2 


ломаных. Если мы через г, обозначим наименьшее из рас- 
стояний различных звеньев ломаной от центра круга, то 


1. ($) во всяком случае будет заключаться между ео я 


2 | : : 
247.9). Но так как Нт „==>, то очевидно Нт #()=КФ). 
#— >< 


в н-—>о 
Таким образом, мы показали, что длины любой носледова- 
тельности вписанных ломаных имеют пределом ($), если 
только длины отдельных звеньев стремятся к нулю при 
увеличении числа этих звеньев (этим условием мы восполь- 
зовались, когда утверждали, что Ит г,==7). Тем самым до- 


—> 
казана спрямляемость любой дуги окружности. 

8 3. Кривизна кривых. Непосредственное чувство заста- 
вляет нас утверждать, что та или иная кривая на одном 
своем участке искривлена более, нежели на другом. Однако 
мы еще не знаем способа точного измерения кривизны кри- 
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вых. В случае круга наше непосредственное представление 
говорит нам, что степень его кривизны всецело опреде- 
ляется величиною радиуса. Окружность нам представляется 
тем более искривленной, чем меньше ее радиус, и обратно. 
Поэтому в случае круга мы назовем мерою кривизны обратную 
величину радиуса. Это определение мы можем затем распро- 
странить на случай произвольной кривой. Однако, желая это 
сделать, мы должны формулировать данное нами определение 
несколько иначе, ибо хотим оценить не только кривизну це- 
лого участка кривой, но учесть и то наше представление, 
согласно которому кривая имеет различную кривизну в раз- 
ных местах этого участка. Так, напр., эллипс представляется 
нам более искривленным в концах большой оси, нежели в 
концах малой. Наше определение поэтому должно быть фор- 
мулировано так, чтобы в него входили лишь свойства кри- 
вой в соседстве той или иной отдельной точки. Если $ есть 
длина дуги окружности, соответствующей центральному 
углу $, то кривизною ее, по нашему определению, будет, ра- 


зумеется, служить величина $. Это замечание сделает понят- 


ным следующее определение. 

Пусть у=И) есть функция, две первые производные кото- 
рой существуют и непрерывны. Пусть Р есть какая-лиоо точка 
соозпветствующей кривой, и 55— длина какой-либо ди этой кри- 
вой, содержащей точку Р. Пусть далее Аф есть остфый пол, 
образуемый нормалями к кривой, проведенными в концах дузн А8 
(мы считаем 45 и А9 положительными). Тода мерою кривизны 
кривой в точке Р мы будем называть предел 


Постараемся отыскать этот предел. Для этой цели мы вы- 
разим через х как длину нужной нам дуги, так и углы, обра- 
зуемые нормалями с положительным направлением оси 5-ов. 
Прежде всего, как нам известно, длина дуги есть 


вирь 
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Для угла эх, образуемого нормалью с положительным на- 


= 


1 
правлением оси <-ов, мы имеем {2 а: Мы можем на- 
у 
писать: 
А$ Ах 
К = Иш 5’. Ня 


Аи Ах А—0 м 


Таким образом А, будучи положительным, есть просто 
абсолютная велачина отношения производных $’ и #; диф- 


1 
ференнируя № > мы ваходим 
у" 
У? 


ЕР р 
Нео уз ', и следовательно, ф'’ = 


С другой стороны, 5'=И 1-9”, и значит 


у 
= || 
[о |?) 


8! 


Чтобы придать новому понятию геометрическую конкрет- 


ность, обычно рассматривают круг с радиусом помещая 


уз з 
его так, чтобы в точке Р он касался кривой и был распо- 
ложен по ту же сторону касательной, что и кривая 1). Такой 
круг называют круюм кривизны. От всех других кругов, ка- 
сающихся кривой в данной точке, он отличается тем, что 
кривизна его равна кривизне кривой в точке касания. Не- 
посредственное представление подсказывает нам, что в со- 
седстве точки касания этот круг должен служить хорошим 
приближением к нашей кривой. И в самом деле, более де- 
тальное исследование показывает, что функция, выражающая 
круг кривизны, имеет в точке касания с данной функцией 
не только общую первую производную (это имеет место для 
всех касающихся кругов), но и общую вторую производную. 


1) Это условие всегда имеет смысл; ибо в случае, когда. сривая вбливи 
точки касания расположена по обе стороны касательной, мы имеем дело 
с точкой перегиба, где 1/” —=0 и следовательно радиус круга бесконечно 
велик. В этом случае круг кривизны как бы вырождается в касательную 
в точке перегиба. 
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А на основании формулы Тау!ога мы знаем, что это является 
признаком особой близости кривых друг к другу в непосред- 
ственном соседстве точки касания. 

Рассмотрим же тот круг, проходящий через точку 2%, 
У. =) данной кривой, который не только касается кри- 
вой в этой точке, но имеет в ней еще одинаковую с данной 
кривою вторую производную. Мы убедимся, что этот круг 
есть круг кривизны. Пусть уравнение его будет 


(х— а) (ув) ==, 


тогда соответствующее разложение в ряд Тауюга будет на- 
чинаться так: 


и 8 
у=8-НИ 1 — (0 — а) — (#— 1) Е 
_ @— 2} ИИА 
2 (И— (50 —а))з 


Если, как мы того требуем, первые три коэффициента 
этого разложения должны совпадать с соответствующими 


коэффициентами разложения 
у -- а — оо) АР (жд 
то мы должны иметь 
НИЯ — о — = 
Г, 


и =—{"(%). 


Возводя второе уравнение в квадрат, помножая его за- 


1 
тем на >= и вычитая полученный результат из третьего, 


мы находим 
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Поэтому из - третьего уравнения мы получаем 


Из двух других мы получаем координаты центра круга 
кривизны или так называемого центри кривизны: 

1-- ры. Е ти? 

аи И, ет 

Совпадение вторых производных вместе с тем показывает, 

что круг лежит по ту же сторону касательной, что и кри- 

вая. В самом деле, знаком второй производной, как мы знаем, 

определяется взаимное положение кривой и касательной. 

Радиус круга кривизны, как мы видим, совпадает с радиусом 


кривизны. 
Пример: Пусть а и Ь суть соответственно большая и 


12 32 
малая полуось эллипса а? - в 1; кривизна эллипса в точ- 
а 
ках пересечения [ большою осью равна $2’ а в точках пере- 


Ь 
’ сечения с малою ет: Для вычисления всего удобнее 


пользоваться параметрическим представлением т—а с05 (1, 
у = эт 1. Тогда мы получаем 


ау ь: 08 


ах  а9п/’ 
а вторую производную мы вычисляем так: 


4 а 1) = = з ( = г 
д? 4 [ а а 5 1] 9х а? 1 


Для кривизны мы, таким образом, получаем 
— а 
(Иа? 1-Е 605213 
Мы видим, что эллипс действительно более искривлен в 


точках пересечения с большой осью, нежели в точках пере- 
сечения с малой. 


УТ. Представление функций с помощью рядов и 
с помощью определенных интегралов. 


8 1. Общий обзор. Впервые с представлением функций 
посредством бесконечных рядов мы ознакомились в связи с 
формулой Тауюга; это было, следовательно, представление 
функций с помощью степенных рядов. Теперь мы займемся 
вопросом более общим—рядами каких угодно непрерывных 
функций, сходящимися в некором интервале а=х=6. Мы 
не можем ожидать заранее, что такой ряд непрерывных 
функций и,(х)-Р (2)... представляет в том интервале, 
где он сходится, функцию тоже непрерывную. В том, что 
это не всегда так, нетрудно убедиться уже с помощью 
весьма простых примеров. Прежде всего мы заметим, что, 
подобно случаю числовых рядов, исследование предела по- 
следовательности функций 5;(х), 5.(2),... есть задача равно- 
сильная отысканию суммы бесконечного ряда функций, ибо 
эта последняя определяется, как предел последовательности 
частичных сумм. Рассмотрим последовательность функций 


1 
Я (х) ты аи 1). 


Это суть корни нечетных степеней из <. Рассмотрим пре- 
дел Иш 5,12) в интервале —1 5х1. Непосредственно 


—5® 


1) Это суть частичные суммы ряда 
1 1 1 1 1 
я-а — (ай а... 
Здесь, а также и в общем случае, мы непосредственно видим, что члевы 
ряда и, (2) и частичные суммы 5, (4) одновременно непрермвны изу раз- 
рывны. 
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очевидно, что при х==0 предел равен нулю, ибо все функ- 
ции последовательности в этой точке обращаются в нуль. 
Если г равно положительному числу а, то 


р 
| 
вии" 22 
1 


В самом деле, в этом случае числа а””А возрастают с воз- 
растанием » и все менее единицы Следовательно, они стре- 
мятся к определенному пределу; но предел этот не может 
быть менее единицы, ибо число меныпае единицы, при воз- 
ведении в достаточно высокую стенень, становится менее 
любого наперед заданного положительного числа, и в част- 
ности менее, нежели а. Таким образом, для любого 2>0 мы 


имеем 
1 


Ни ИН 1. 
—0 
При х<.0 каждая из функций последовательности отри- 
цательна, и мы получаем, для любого х< 0, 


1 
№ дм —— |. 
Пя”. 


Таким образом, предельная функция 5(7) получает сле- 
дующие значения. При 2 = 0, $5) =0; при 0<х= 1; $5)= 
и при —15< 0, $(5) =—1. Следовательно, это есть раз- 
рывная функция. Имеющие здесь место обстоятельства не- 
трудно учесть и с наглядно-геоме- 
трической точки зрения Для этой цели 
следует начертить кривую у== *. (2) 
и посмотреть, как она меняет свою 
форму с возрастанием я. Таким путем 
мы усматриваем, что получаемые кри- 
вые все более и более приближаются Черт. 16. 
своим течением к изображенной на 
черт. 16 ступенчатой линии. Однако, эту предельную линию 
не следует смешивать с предельной функцией. Ибо наша 
задача состоит в том, чтобы изучать изменение ординаты при 
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данном неизменном значении абсциссы. Так как (в правой 
половине чертежа) кривая, соответствующая большему зна- 
чению я, всегда расположена выше кривой, соответствующей 
меньшему значению я, то при любом значении х ординаты 
непрестанно возрастают, и предел их равен единице всюду 
за исключением точки х==0. В этой точке предел есть нуль, 
ибо все кривые проходят через начало координат. То обсто- 
ятельство, что в соседстве любой точки оси у-ов между 0 
и 1 имеется сколько угодно точек различных кривых, неспо- 
собно изменить что-либо в этом рассуждении, ибо это не 
имеет никакого отношения к нашей задаче. 

Однако из усмотренного нами вида этих кривых мы мо- 
жем вывеети и нечто, имеющее значение для нашей про- 
блемы, именно то, что стремление нашей последовательности 
к предельной функции не во всех точках совершается оди- 
наково быстро. Быстрее всего дело идет в концах и в сере- 
дине интервала, ибо в точках х=—=— 1, х=--1 и х=0 
первый член ряда уже дает нам подлинную величину его 
суммы. Далее мы видим, что вблизи точки х==1 сходимость 
ряда гораздо быстрее, нежели в соседстве точки #==0. Для 
того, чтобы получить сумму (которая равна единице), напр., 


1 
с точностью до 10’ нам при больших значениях х доста- 


точно взять гораздо меньшее число членов ряда, нежели 
при малых. Для достижения заданнаго приближения, ну- 
мер ” функции 5,(х) мы можем взять гораздо меньше при 
больших значениях х, нежели при малых. Мы видим даже, 
что в случае каждой отдельной функции $,(2) возможны, 
смотря по выбору точки х, все погрешности между 0 и 1. 
Поэтому не существует такого нумера и, относительно ко- 
торого мы могли бы утверждать, что функция $,(х) при всех 
значениях х представляет нам предельную функцию с точ- 
ностью до =. Чем ближе мы подходим к точке 0, тем медлен- 
нее становится сходимость ряда. Мы видим, что это обсто- 
ятельство не мешает тому факту, что в самой точке «=0 
мы имеем дело со сходимостью исключительно быстрою. 
Последовательности и ряды функций, которые сходятся 
всюду одинаково быстро и, следовательно, не являют собою 
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картины, только что нами рассмотренной, — мы будем назы- 
вать равномерно сходящимися. Мы даем, следовательно, та- 
кое определение: 

Поелодовательность функций 51(2), 85), ... называется равно- 
мерно стодящеюся в интервале азяэ, есаи она, во-первых, сго- 
днтся в этом интервале и евли, дилее, помни веге функции этой 
последовательноети отличиются от предельной функции (2) менее, 
нежели на люпое наперед задинное положительное число =, при всех 
значениях переменною х в данном интервале; если, Одруимн сло- 
вами, всякому положительному числу = можно поставить в со- 
ответетвие такое число №(=), что при всяком п > №) мы будем 
иметь |5,(2) — (=) в, иль, что в силу общею принципа сходи- 
мости сводится к тому же, если при п > №) [5 .(=) — 8,(#)!< в 
(в обоих случаях, для всех значений х в данном интервале). Бье- 
конечный ряд мы называем равномерно сходящимся, если последо- 
вательность ею частичных сумм удовлетворяет только что по- 
спавленному условию. 

В этом случае мы говорим, что ряд или последователь- 
ность сходится всюду одинаково быстро. Разумеется, это не 
должное означать, что какая-либо из функций последователь- 
ности отличается от предельной функции во всех точках 
интервала на одну и ту же величину; мы только хотим 
сказать, что во всех точках интервала достаточно взять одно 
и то же число членов ряда, чтобы получить значение пре- 
дельной функции с заданною наперед степенью точности. 
В отдельных (или даже во всех) точках степень приближения 
может при этом оказаться еще лучшею; для нас важен тот 
факт, что погрешность нигде не превзойдет поставленной 
границы. 

Пример: Последовательность функций, рассмотренная 
нами в качестве примера в начале настоящего параграфа, 
во всяком замкнутом интервале, не содержащем точки х==0, 
сходится равномерно. Пусть, напр., мы выбрали интервал, 
в котором х_>0. 

Так как каждая из функций $,(х) монотонна, то наиболь- 
шее отклонение от предельного значения мы будем иметь 
в начальной точке взятого интервала. Но тёк как в этой точке 
5„(1)—>1, то, начиная с некоторого, значения я фукции <, (5) 
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в этой точке, а следовательно, и во всем интервале вправо 
от нее будут отличаться от единицы менее, нежели на с. 
Отсюда и следует равномерность сходимости. 

$ 2. Интервал сходимости степенного ряда. Мы начнем 
с установления одного весьма полезного общего признака 
равномерной сходимости. Этот признак получается, как 0обоб- 
щение принципа сравнения рядов, с которым мы познако- 
мились в первом томе (стр. 50). Предложение, которое мы 
имеем в виду, гласит: 


Пусть вве члены ряда и; (1) -- и, (х)-|- --. суть непрерывные 
функции в интервале ах. Пусть существует такой вхо- 
дящийся ряд с положительными членами а; а, ---, что для 


дюбсю п [и„(2)| < а, в0 всем рассматриваемом интервале. В та- 
ком влучае, данный ряд функций равномерно сходитея в интер- 
вале а 56. 

Упомянутый принцип сравнения рядов непосредственно 
позволяет заключить, что данный ряд сходится при всех 
значениях х в данном интервале. Пусть $(х) означает его 
сумму, а $,(2) — одну из частичных суми. Положим 


ь (=) ре $ (2) Е: “а (х). 
По предположению, мы имеем: 
[и (=) на [Е в Эа. Нан, -г м, 


поэтому, если п мы выберем столь большим, чтобы остаток 
числового ряда, начиная с этого значения, был менее, ие- 
жели е, то и г, (2), начиная с выбранного значения я, будет 
по абсолютному значению менее, нежели =; следовательно, 
ряд сходится равномерно. Доказанную теорему легко еще 
несколько обобщить, вводя вместо числового ряда а, а, ---.. 
равномерно сходящийся ряд положительных функций. 

Мы переходим теперь к исследованию, в качестве первого 
примера степенных рядов. Прежде чем перейти к исследова- 
нию равномерной сходимости, мы рассмотрим, в каких точках 
такой ряд вообще сходится или расходится. Здесь имеет 
место следующая общая теорема: 
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Гели степенной ряд \ (<) =а-ая-- а, 2? ---.. сходится 
ири 2 —%%, по он абсолютно етодится ирн всяком значении т, 
для которою [< 1х. 

Это следует из пзэинципа сравнения рядов. В самом деле, 
если ряд 4 (х,) сходится, то Шт |а„20!==0, т.-е. абсолютные 
по 
величины почти всех членов сколь угодно малы. Поэтому 
существует такое число М, менее которого остаются все 
члены ряда по абсолютному значению, т.-е. |а,<”, < М для 

любого ». Представим теперь $ (2) в виде 


Я \2 
$ (а) =а я, На, о а: 
о 
Члены этого ряда по абсолютному значению соответ- 


ственно менее членов ряда 


мм? 
Ея 


о 


Но этот последний ряд есть геометрическая прогрессия 


со знаменателем и, следовательно, сходится. Тем 


самым теорема доказана. 

Из хода проведенного доказательства мы можем извлечь 
следствие, касающееся равномерной сходимости степенных 
рядов. Именно, если мы ограничимся рассмотрением только 
таких значений х, которые не превосходят по абсолютному 
значению некоторого положительного числа а<|х,|, то для 
всех этих значений х мы можем установить один общий ряд 


сравнения. В самом деле, для любого 'х!= 


д 
. Но так как 


а 
соответствующего ряда не превосходят М | 
2. 


ряд 
ммм 
5 


о. 


на 
2, | : 


есть сходящийся ряд с положительными членами, то уста- 
новленное нами в начале настоящего параграфа обобщение 
1+ 


то ГГ. р функций г но. мотью рядов и и ор, ине, 


принцина сравнения рядов показывает, что наш степенной 
ряд в указанном интервале сходится равномерно. Мы при- 
ходим, таким образом, к следующему предложению: 

Если степенной ряд $ (х} сходится при =. то он его- 
о’тся равномерно в каждом интервале —а = ха, 4 аи, , 
и следовательно, равномерно стодитея и в каждом иныервале, го- 
сетавляющем часть такою питервили. 

Прежде чем несколько подробнее иллюстрировать это 
предложение, нам необходимо ввести одно новое понятие, 
понятие интервала сходимости степенного ряда. К, этому понятию 
приводит нас следующее рассуждение. Мы уже видели, что, 
имея одно отличное от нуля значение х, для которого наш 
ряд сходится, мы, вместе с тем, имеем целый интервал таких 
значений, при чем в этом интервале ряд, вообще говоря, 
сходится абсолютно (мы должны прибавить «вообще говоря», 
ибо в исходной точке х==, сходимость может и не быть 
абсолютной). Так, напр., ряд 


22, 23 
юБ (1-5 — 


сходится при т==1, но не абсолютно. Подобным же образом, 
н в другом конце указанного интервала мы можем не иметь 
абсолютной сходимости (только что приведенный ряд при 
х— — 1 даже расходится). 

Возможны различные случаи. Может случиться, что сте- 
пенной ряд сходится для всех значений х. Так обстояло 
дело, напр., в случае степенного ряда, который мы имеем для 
функции ег. В этом случае мы будем говорить, что интервал 
схоцимости данного степенного ряда состоит из всей оси х-ов. 
Далее, возможно, что существуют точки, в которых ряд рас- 
ходится. Тогда, на основании нашей теоремы, ряд должен 
быть расходящимся и для всех значений г с большею абсо- 
лютною величиною, ибо, если бы хоть в одной из таких 
точек ряд сходился, то он должен был бы сходиться и для 
всякого т, с меньшим абсолютным значением, в частности 
значит и в той точке, где мы предположили его расходя- 
щимся. В этом случае нам необходимо учесть еще две различ- 
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ных возможности. Может случиться, что кроме точки х == Обряд 
всюду расходится. Таков, напр., ряд 1 — в-[- 212? -[- 8! 23-|-- 
{ибо отношение двух последовательных членов равно их, 
и при всяком отличном от нуля значении х неограниченно 
возрастает вместе с =). И наконец — может случиться, что, 
на ряду с точками, где ряд расходится, имеются и отличные 
от нуля точки сходимости ряда. В этом случае, абсолютные 
величины абсцисс этих точек сходимости имеют конечный 
верхний предел, ибо для больших значений х ряд по пред- 
положению расходится. Если мы обозначим через 7 упомяну- 
тый верхний предел, то ряд сходится абсолютно для всякого 
х, для которого |=|<.»т. В самом деле, для всякого такого 
значения х-=х, найдется такая точка х,, в которой ряд 
сходится и для которой |1,||<, |= 7 1). Поэтому ряд абео- 
лютно сходится при х=х,. Но так как х, мы выбрали про- 
извольно, то, стало быть, ряд абсолютно сходится при вся- 
ком |х|<.»”. Но для всякого =, для которого || больше и, 
ряд расходится, ибо иначе ” не могло бы быть верхним пре- 
делом. Тем самым мы приходим к следующему результату: 

Для каждою степенною ряда У! а, 1? существует такой ин- 
терваз —г=х=/и, “ино во всех ею внутренних точках фяд ехо- 
дится абсолютно, а во всех точкат, лежащих вне ею, ряд расхо- 
днится. Интервал этот снмметрично расположен относительно 
точвн = 0. Он может бъйнь конечным интервалом, но может 
распространяться и на всю обь т-0в, а ревно в состоять из 
единственной точки к==0. В конечных точках интервала ряд 
может быть как втодящимся, так и расходящимся. В последнем 
отношении никакого общего утверждения сделать нельзя. 
Так, напр-, для ряда 


2 
0-я)... 


интервалом сходимости служит интервал — 1 52-1. В од- 
ном из его концов ряд сходится; в другом— расходится. 


4) Это следует из свойств верхнего предела. В самом деле, согласно 
этим свойствам, ряд наши либо имеет точку сходимости, абсолютное зна, 
чение абсциссы когорой равно г, либо имеет точки сходимости с абсо- 
дютными значениями абецисс, сколь угодно близкими к #. 
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Отсюда следует, что степенной ряд для функции 105 Е 


расходится в обоих концах интервала сходимости. 

Что касается равномерной сходимости, то в каждом ин- 
тервале, составляющем часть интервала сходимости и не 
простирающемся до концов его, как мы видели, ряд сходится 
равномерно. Но нельзя утверждать, что ряд равномерно 
сходится во всем интервале сходимости, уже по той простой 
причине, что, как мы знаем, в конечных точках этого интер- 
вала ряд может расходиться. Однако можно было бы пред- 
положить, что ряд сходится равномерно в открытом интер- 
вале сходимости, т.-е., что, начиная с некоторого я, остаток 
’„ (=) для всех внутренних точек интервала сходимости ста- 
новится меньше, нежели г. В том, что такое предположение 
иеверно, нас убеждает уже геометрическая прогрессия 


= 2--..-; сумма ее равна и, следовательно, без- 


1—«х 
гранично возрастает, если х стремится к единице. Интервал 
сходимости определяется условием |х| < 1. Если бы для всех 
внутренних точек этого интервала какая-либо из частичных 


1 
ат. менее, нежели хотя 
бы даже на единицу, то эта частичная сумма должна была 


сумм отличалась от суммы ряда 


бы быть многочленом, который, подобно функции 


1 
1—2 не 
ограниченно возрастает при #—> 1, что, очевидно, нелепо. 

ПРИМЕЧАНИЕ: Эта теорема об ичтервале сходимости 
имеет аналогичное себе предложение в области комплексного 
переменного, где областью сходимости является круг с цен- 
тром в начале координат. Этот круг обладает всеми свой- 
ствами, установленными нами здесь для интервала сходи- 
мости. Позднее мы вернемся к этому. 

$ 3. Равномерно сходящиеся ряды. Мы переходим к ис- 
следованию свойств произвольного равномерно сходящегося 
ряда непрерывных функций. Пусть ряд в (2) и, (1) -.- 
равномерно сходится в интервале а=х-5; обозначим через 
;„(2) сумму я его первых членов и через $ (х) — сумму ряда. 
Тогда прежде всего имеет место следующая теорема: 
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Сумма разномерно сходящеюся ряда непрерывных функций 
есть непрерывная функция. 

Чтобы убедиться в этом, рассмотрим разность 5(2-|-й) — (2). 
Мы полагаем $(21)==3,(2)-- г. (х) и выбираем п столь большим, 
чтобы для всех точек данного интервала выполнялось соот- 


ношение: |х„(2)|<« г Тогда каждая из двух величин 'и, (1-|-й)! 


и | г, (2)| менее, нежели 1 ‚ и следовательно, 
. = 
НИР (= —*, (2) <->, 


каково бы ни было #. Далее, для данного значения я (которое 
теперь уже до конца остается неизменным) мы выбираем 
число 8(=) столь малым, чтобы при |В|< (=) выполнялось 
соотношение 


[3,2 № — в, (9! <>, 


что возможно, так как функция 5,(7) непрерывна. Таким 
образом, при условии |№|< (=) мы получаем 


[8 (2-4) —8(2)| = Ив, (2+) — в, (=)] | [",(&-Н®) — 
РАЯ „ (2)] |<, 


откуда и следует непрерывность функции 5(=). Таким обра- 
зом, сумма степенного ряда, напр., есть функция непре- 
рывная в каждой внутренней точке интервала сходимости, 
ибо мы знаем, что каждая такая точка содержится в неко- 
тором интервале, в котором ряд сходится равномерно. Точно 


так же ряд 
Е. -е зш 3х 


зш #-- - то 5 +... 


представляет функцию, непрерывную при любом значении г, 
ибо члены его соответственно менее членов сходящегося 


1 1 
числового ряда 1-- 57 - И + ..-, и, следовательно, в любом 


интервале ряд сходится равномерно. 
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Так как сумма равномерно сходящегося ряда непре- 
рывных функций есть непрерывная функция, то сна инте- 
грируема. В этом направлении имеет место следующая 
теорёма. 

Пусть ряд зщ) == ину (х)-р нь (кА-- --- Равномерно сгодтися 


в интервале вх эЬ, и пусть дн 3 арть потые дв точки 
этого иитервала. Тоба 


|одче = | Г 9 || и, (2) 4х --..., 


я хо 
ири чем этот ряд таюже сходитея равномерно 1}. 
В самом деле, положим снова 3(2)==5,(2)--”, (2). 
Выберем число „У столь большим, чтобы при. в > М для всех 
точек данного интервала выполнялось соотнощение 


Тогда, 


| зд | „ (<) ах | = |. (=) “|< ее а = 


откуда и следует наше утверждение. Эту теорему иногда 
формулируют, говоря, что интеграл равномерно сходящегося 
ряда может быть получен почленным интегрированием ряда. 
Пример снова представляют нам степенные ряды. 

Мы рассмотрим еще несколько примеров, оттеняющих 
значение только что доказанного предложения, и, в первую 
очередь — примеры сходящихся рядов, сумма которых инте- 
грируема, но интеграл этот не может быть получен почлен- 
ным интегрированием ряда. Одним из наиболее обычных 
примеров этого рода служит последовательность х„ (2)-=иже пя”; 
рассмотрим ее в интервале 0=х=1. Мы имеем для любой 
точки этого интервала Ши ихе“” =0. Предельная функция 


я—>х 


1) Относительно а и 8. Ирнн. пер. 
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х(=) ==0, таким образом, конечно непрерывна, и, разумеется, 


мы имеем 
21 
| зд че. 


т О 
Если же мы рассмотрим интеграл 


{1 1 
} ый (=) Чт =— т (1 258 =), 


В 
то, заставляя я неограниченно возрастать, мы в пределе 


получим =: Таким образом, 


41 


ип | 5, (4) 4х == 
о 


к 


Е — 


в то время как 


\ М х,(2) 42 =0 


10 пь 
Таким образом, порядок интеграции и перехода к пре- 
делу в данном случае нельзя менять. Мы постараемся еще 
геометрически иллюстрировать имеющие здесь место обстоя- 
тельства. Функция 5, (2)==нхе-"* есть производная от функции 


Этой последней соответствует кривая, которая для х>0 
схематически изображена на черт. 17. Эта 
кривая, начиная с у—= — 1, где она имеет 
горизонтальное направление, подымается 
к оси х-ов, при чем подъем ее скоро ста- 
новится весьма крутым, но затем убывает, и 
кривая асимптотически приближается к оси 
х-ов. При возрастании я, значения функций 
всюду кроме точки 1—0 стремятся к нулю. 
Таким образом, стремление к пределу здесь 
неравномерное, подобно примеру, расемотренному в 5 1- 


у 


ей 
Черт. 17. 
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На основании того, что мы сейчас видели, кривые, соответ- 
ствующие производным у== $, (2) этих функций, должны иметь 
вид, схематически изображенный на черт. 18. С возраста- 
нием »„, наибольшие значения функций, неограниченно 
т возрастая, передвигаются все ближе 
к оси у-ов таким образом, что (как 
показывает сделанное нами вычисле- 

ние) площадь такой высоко взды- 

мающейся вершины все более и бо- 


1 
лее приближается к --. И тем не 


= 2 
] менее, для каждого отдельного зна- 
Черт. 15. чения 5 мы имеем 
Нт 5,(2)==0. 
—>< 


Сходимость в данном случае, очевидно, неравномерна. 
Ради еще большей ясности мы вычислим наибольшую 
высоту каждой отдельной кривой. Чтобы найти соответ- 
ствующую абсциссу, мы замечаем, что производная $, (2) = 


1 
—е—7 (п 2и25?) обращается в нуль при х= Е: . Нам, 
п 
следовательно, нужно найти ординату, соответствующую 
этой абсциссе, т.-е. 


ры -ИЕ- 


и мы видим, что эта наибольшая высота вместе с » действи- 
тельно неограниченно возрастает. Чтобы осветить вопрос 
и с обратной стороны, мы обратимся теперь к таким рядам, 
которые, не будучи равномерно сходящимися, тем не менее 


могут быть интегрируемы почленно. Такими рядами будут: 
1 


ряд, частичные суммы которого суть „===? -+1($ 1). а также 
ряд с частичными суммами у, о которых речь была выше. 
Мы предоставляем читателю самостоятельно убедиться в этом. 

Мы, таким образом, видим, Что равномерная сходимость 
ряда гарантирует нам возможность его почленной инте- 


$ 3. Равномерно сходящиеся ряды 107 


грации, но — также и то, что ряд может допускать почленную 
интеграцию и без того, чтобы имелась равномерная сходимость. 

Доказанное предложение может служить источником 
мпогих полезных приложений; на некоторых из них мы оста- 
новимся в следующем параграфе. Здесь мы проведем еще 
исследование о дифференцировании бесконечных рядов. 
Обращая доказанную нами теорему о почленном интегриро- 
вании, мы легко приходим к следующему результату: 

Если ряд 3()==и, (2) Ри, (<) |-> и ряд $(2)=м (а) 
- и, (<) .-- сходятся равномерно в данном интервале, при чем 
члены второю ряда непрерывны, то $(2)==$ (2), т.-е. ряд можно 
дифференцировать почленно. 

В самом деле, при условиях теоремы ряд 


а (=) а (а)] Е м. (2) —% (а) -- о 


представляет интеграл равномерно сходящегося ряда про- 
изводных. Но так как ряд и, (2) | и. (1) -|---- по условию 
сходится в интервале а=х-8, то сходящимся будет 


й ряд 
$(а) = и, (я и, (@-|---. 


А следовательно, и ряд 


ие) -- и, (2). -- 


дает нам неопределенный интеграл ряда производных. 

В теореме о почленном интегрировании мы не имели 
условия равномерной сходимости 0вух рядов. Но здесь это 
условие не является излишним. В самом деле, пусть, напр., 


: ый зы 
Эв (7) г Е 22 . 


га 
При |5 =1, мы имеем равномерно Иш — —^__—_— ==0. 
р | =.) | р Ре 4 -- 2 22 


Ибо при |х| <: и при любом значении » мы имеем | 5, (2)| <=; 
с другой стороны, число № можно определить так, чтобы 
при „> М и для всякого х в интервалах <= |х|=1 было 
|з„(=2) <=, откуда и следует равномерная сходимость, ибо, 
начиная с этого значения я, функция $,(2) во всем интер- 
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вале 0=|2|=1 отличается от нуля менее, нежели на :. 
Прецельная функция з(5+) равна нулю, и, следовательно, 
5'(2)=0 всюду. Но далее мы получаем 


р 1—2? 
У (х) = (1 Е и2х2)? ° 
и, следовательно, 
У р (0) === Ё: 
а значит и 
Ш 5, (0) = 1, 
п—м 
т.е. не равен $ (0). Подобным же образом, ведет себя после- 
довательность 5, (7) =ихе-"® в точке х==0. 
ПРИЛОЖЕНИЕ; Всякий степенной ряд можно почленно ди:р- 
ференцировелть в любой внутренней точке интервал стодимос‘ни. 
Пусть мы имеем степенной ряд $ (5) =м-а=--..: 
Мы должны показать, что и ряд $ (5) =а,-{ 22а. х-- За. х?-|-. - - 
сходится равномерно. Пусть ряд %(2) сходится при #=#. 
Мы покажем, что ряд 4 (=) равномерно сходится для всех 
|<| =р<|”|. В самом деле, 


= (т - [| ). 


Но в силу сходимости ряда % (=) все члены его а„”” огра- 
ничены; пусть, напр., |а„ ”*| < УХ. Тогда члены ряда $ (=) 
менее соответственных членов ряда 


б „|2 
а ази +33 2 | а 


Но этот ряд сходится, и сумма его равна 


(см. том 1 стр. 68). 

8 4. Некоторые приложения. Мы начнем с нескольких 
замечаний принципиального характера. 

Всякий сходящийся степенной ряд есть ряд Тау!ог’а от той 
функции, которую он собой представляет. В самом деле, эта 
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функция, как мы знаем, непрерывна и дифференцируема. 
Ряд производных, будучи степенным рядом с тем же самым 
интервалом сходимости, снова представляет нам дифферен- 
цируемую функцию. Таким образом, мы прежде всего убе- 
ждаемся, что функция, представляемая степенным рядом, 
необходимо имеет производные всех порядков. 

Отсюда мы можем увидеть и то, что действительно сте- 
пенной ряд есть ряд Тау]ог’а для изображаемой им функции, 
т.е. что коэффициенты при различных степенях х известным 
образом выражаются через производные этой функции. 
В самом деле, если данный степенной ряд есть $ (+)= а -- 
а, = -|- р. $ (0) = 4, у (2) =а, -|-2а, =--. .., И, сле- 


довательно, 4.(0)=а,, далее $3” (х) =2а, | ба. х--...и, 
х $" (0) 
2 ‚ 


следовательно, 35” (0) =2а,, а, = 


_ 9 
я 


и т. д., вообще 


а 


® 


‚ что мы и утверждали. 


Прежде чем перейти к приложениям, сделаем еще одно 
замечание принципиального характера. Мы только что 
убедились, что функция, для того, чтобы в интервале 
—а<«<=< а быть представимой посредством степенного 
ряда, не может быть выбрана произвольно. Она не только 
должна быть непрерывной, но должна иметь производные 
всех порядков в данном интервале (отсюда уже следует, что 
все эти производные, в свою очередь, непрерывны). Однако 
выполнение этого условия все же еще не гарантирует нам, что 
функция может быть представлена с помощью степенного ряда. 

Мы укажем сейчас пример функции, которая (равно как 
и ее производные всех порядков) непрерывна в интер- 
вале—1<х<-1{ и тем не менее не изображается в этом 
интервале соответствующим ей рядом Тау]ога, несмотря 


на то, что этот ряд сходится. Положим для этой цели 
1 


у—=е = для 25-0 и у=0 для х-==0. Функция эта непре- 
рывна, очевидно, всюду, не исключая точки х==0, ибо 


1 
Шн е = ==0. 


.-—5 
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Ее первая производная для всякого х==0 равна 


1 
ее 
= 


и, следовательно, непрерывна. При х=—0 производная равна 


Пи . 
—>м х 


1 
Полагая ОЕ мы придаем этому выражению вид 


1 
На 9 = На ав в 


— о @ у— >05 Зуей 


Эта производная непрерывва и при х=0, ибо рас- 
суждение, подобное только что примененному, покажет 
нам, что 


№ — Е е ых =0. 
=——м я 


Этим же путем мы можем убедиться, что для любого п > 0 


а = ==0. 
дп 


2—+9 


Мы переходим теперь к производным высших порядков. 


Первая производная является произведением функций — > 
1. 

ие =, каждая из которых дифференцируема всюду кроме 

точки 250 (где первая из функций производной не имеет). 

Поэтому, для любого х520 производные высших порядков 

могут быть получены по правилу дифференцирования про- 


изведения, И, следовательно, каждая из них имеет вид 


1 а 
а — ем. 
2% 


и 


‘) Раскрывая неопределенность. Прим. пер. 
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В силу того, что мы видели выше, предел выражения такого 
вида при т—0 равен нулю. При любом 5520, все производ- 
ные суть непрерывные функции. Но для отыскания значе- 
ний этих производных при х==0, мы уже не можем пользо- 
ваться правилом дифференцирования произведения, або один 


к 
из множителей выражения — :е`** не имеет производной 


8 
при =—0. Первая производная, как мы видели. равна — 5 е 7 
Ия 


при 15-0 и равна нулю при х==0. Следовательно, вторая 
производная при х=—=0 равна 


: 2 ме 
т = е 28 —0. 


я—>м 


Во всех других точках вторая производная изображается 


НЕ 
выражением вида у аи ем. Поэтому третья производная 


в 


при х==0 равна 
1 
[а = я —0. 


э—м 


Продолжая рассуждать таким же образом, мы убедимся, что 
производные всех порядков при х=0 непрерывны и обра- 


1 
щаются в нуль. Таким образом, ряд Тау!ога для функции е з* 


имеет все коэффициенты равными нулю, и следовательно, не 
может представлять этой функции. 

Условия, которыми надо дополнить дифференцируемость, 
чтобы гарантировать представление функции посредством 
ряда Тауога, были в общей форме исследованы Ришезвейи’ом. 

Теперь мы переходим к яриложениям. Прежде всего мы 
дадим новый вывод ряда для функции 105 (1 -|- 2). Мы имеем 


Е 4х 
Е =—- ЕВЕ 
108 (1 во= г. 
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Далее, при г|<_1 


але... 


Г-х 


Таким образом, почленная интеграция дает нам 


ыы 


277, 29 = 
105 ро -- 3 — | и 


Соотношение с0$14х==зшох также легко может быть вы- 
0 
ведено из рассмотрения соответствующих рядов. Выведем 


еще ряд Тау!ога для функции агс 0 1, о котором мы не упо- 
минали в первом томе. Мы имеем 


аге ют = м ах 

Я — еб 
в Ло 1-2 
но при |х|< 1 


1 
ма ооо 


откуда почленной интеграцией мы получаем 


13, 45 
а РЕ... 
ы З 5 


Из этого разложения, имеющего место при |х;< 1, мы полу- 
чаем следующие ряды для изображения числа п: 


п 


| 1 О 
ии СННЦУ- 


и, как можно ожидать, 


п 1 1 

— = арго 1 =1 — 5 = —... 

4 э В 

Однако последнее разложение не доказывается предше- 
ствующими рассуждениями, ибо нами доказана пригодность 


ряда только при |«|< 1. 
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Рассмотрим еще пример вычислительного характера. На 
стр. 87 мы представили длину дуги одной четверти эллипса 


т у 


с помощью интеграла 


| У а? эт? ф-{ 620529 а. 


Представим теперь величину этого интеграла с помощью 
бесконечного ряда, и для этой цели несколько преобразуем 


интеграл. Пусть 6 есть малая полуось, положим $ = 1 — #?.а. 
Тогда интеграл примет вид 


а УГ Фр -=а Ри — А? зи 44. 


о 0 


Таким образом, все сводится к вычислению интеграла 
5 Ч 
| ИТ— ша ф 4$. 
о 


Но по формуле бинома мы получаем 


Е | ое и 
ИТ — 281 — 5 Ват? —|- ( Азии х — (фени. ., 
при чем этот ряд сходится равномерно при всех значениях $, 


ибо #1 и 5% < 1. Применяя почленную интеграцию, 
мы находим 


\ ит — Р25т о т = : это 0 -- № | $13942 —.-. 
о 


.' о м дя 


К 5 


— 


и 
Интегралы типа Я 
.'О0 


”” раз мы научились вычислять на 
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стр. 70. Внося найденные там значения, мы для длины дуги 
четвертой части эллипса получаем формулу 


Г 1? Е м. чм $ 5 
= ВЕК ЕВЕ ИА: ое Ее се сы 56 —... |. 
аз [1 (5) * 5 (5 +] 5 (5 $6) 1 ] 


8 5. Ряды Роумег для непрерывных функций. Под именем 
тригонометрического ряда разумеют ряд следующего вида 


%-|- (а, в08 5 -- 6, т 2)-- (а, с08 25 -- В, т 22) -|- ... 
.--- (а, сов, зтих)-- ... 


Если такой ряд сходится при каком-либо значении х, то он 
сходится и для всех значений, получаемых из данного 
посредством прибавления или вычитания любого кратного 
2т, ибо 


ти (2--2п) =зщих и с0$ п (х-|- 21) = 608 их. 


Функция, представляемая тригонометрическим рядом, таким 
образом также есть периодическая функция с периодом 2п, 
т.-е она не меняет своего значения, если мы увеличим не- 
зависимое переменное на любое кратное числа 2". Поэтому 
всякий тригонометрический ряд достаточно исследовать 
в каком-нибудь интервале длины 2п, напр. в интервале 
0=-=2т. На стр. 103 мы видели пример равномерно сходя- 
щегося тригонометрического ряда. Пусть функция 5(5) изобра- 
жается в интервале 0= 2-52 равномерно сходящимся три- 
гонометрическим рядом. Мы покажем, что коэффициенты 
этого ряда легко могут быть выражены через функцию 31), 
т.с. его сумму. Обратимся прежде всего к вычислению а’. 
Интегрируя ряд почленно, мы получаем 


2 = 


5(2} а = .2п, откуда а, = г $ (х) ах. 
0 


. п * 


Подобным же образом, помножая все члены ряда на с0$ их 
и интегрируя его почленно от 0 до Эп, помня прн этом, что 
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„2- „2 ый 


И 603? нд 4х = 1, и соз пл пи те @с== 0 аня 


о 


при „--т, мы получаем 


э2- 


1 ба 
Е | 5 (5) с05 их 4х, 
0 
и аналогично 


2; 


|, = $ (=) м их 47. 


п 
о 


Такого рода числа @, и 6, мы можем вычислить для любой 
интегрируемой функции 7[(). Эти числа называются коэффи- 
цнентами Роитег данной функции, а построенный с помощью 
этих чисел тригонометрический ряд 


[=] 
а -- у а, с08 их -- 6, зш их 


н—! 


называется рядом Роипег от данной функции. Как мы только 
что видели, в случае, когда тригонометрический ряд равно- 
мерно сходится в интервале 05-2", коэффициенты его 
суть вместе с тем коэффициенты Коцтег его суммы. Однако 
весьма возможно, что построенный для данной функции ряд 
Коимег не окажется равномерно сходящимся. Возникает 
вопрос, будет ли в этом случае ряд Коимег изображать 
именно ту функцию, отправляясь от которой были построены 
его коэффициенты. Мы покажем на простом примере, что 
это не всегда бывает так. Пусть функция Г(=) определена 
так: прил п, [(®)==л; при х==п, [(2)-=0; для про- 
чих значений х, {(х) определяется по закону периодичности, 
т.-е. таким образом, чтобы она принимала одно и то же зна- 
чение в любых двух точках, расстояние между которыми 
кратно 2". Для вычисления ее коэффициентов Коамег, мы 
заметим, что в силу периодичности функций [(1) 60$ ях и 
8= 
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[(х) эт иг интегралы можно распространять на какой угодно 
интервал длины 2т. Поэтому мы получаем 


1 Е 1 э--7 
4 = эт 4х ==0. Далее, а, —= = | 2608 их 4х ==0, 
и, наконец, 
+= 
1 2(—1) "1 
В —=- Ик а =. 
ее п 


Соответствующий ряд Коцщег, следовательно, принимает вид 


2 (и. 


Мы непосредственно видим, что ряд этот сходится при х=п, 
и что сумма его в этой точке равна нулю. Это еще, стало 
быть, не дает нам повода сомневаться в том, что данная 
функция изображается своим рядом Еопмег. Однако сле- 
дующее замечание изменяет все положение вещей. Суще- 
ствует еще сколько угодно других функций, для которых 
мы получаем те же самые коэффициенты Роичег, что и для 
функции / (5). В самом деле, если мы при х==п положим не 
7 (2)-=0, а, напр., /(2}=1, а во всех остальных точках опре- 
делим функцию /[(2), как ранее, то, разумеется, эта новая 
функция будет иметь те же коэффициенты Коимег, а следо- 
вательно, и тот же ряд Еоимег. что и прежняя. Но теперь 
рад уже не изображает данной функции при х== т, ибо сумма 
ряда равна нулю, Б то время как значение функции есть 1. 
Таким образом, мы получаем некоторое основание полагать, 
что вопрос о том, изображается ли данная функция своим 
рядом Гоийег, требует особого исследования. Этот взгляд 
находит себе подтверждение еще в том, что в случае только 
что рассмотренного ряда ничто не заставляет нас непосред- 
ственно усмотреть, что его коэффициенты суть коэффи- 
циенты Коичег его суммы. В самом деле, если ряд должен 
изображать эту функцию, то он никоим образом не может 
сходиться равномерно, ибо сумма его есть разрывная функ- 
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ция. Но если так, то ничто ве убеждает нас в законности 
процесса почленной интеграции. Если же ряд сходится рав- 
номерно, то он не может представлять разрывную функцию. 
В этом случае наш процесс определения коэффициентов 
можно было бы применить к непрерывной сумме ряда, кото- 
рая, однако, отличается от данной разрывной функции. 

Мы обращаемся к вопросу о представлении функции с то- 
мощью ве ряда Еоннег. Поставленный в общем виде вопрос 
этот связан с очень большими трудностями. Поэтому мы 
вынуждены ограничиться рассмотрением лишь некоторых 
важнейших случаев, при чем в этих случаях мы иногда будем 
итти путями, специально для них проведенными, иногда же 
пользоваться способами, вытекающими из общей постановки 
задачи. Прежде всего мы покажем, что непрерывная функция, 
имеющая непрерывные производные первых двух порядков, 
и периодическая с периодом 2п, представляется соответствую- 
щим ей рядом Еопег, и что аналогичное справедливо для 
функции, которая, хоть и имеет конечное число точек раз- 
рыва, но в этих точках принимает такие значения, что во 
всем остальном ведет себя совершенно подобно вышеописан- 
ному. Неизвестно, каков класс всех функций, изображаемых 
с помощью рядов КошЧег; во всяком случае, известно, что 
среди непрерывных функций имеются и неизображаемые. 

Итак, пусть функции /(2), (2) и [’(х) непрерывны в интер- 
вале 0=х=<2пт, и пусть [ (0) =/(2п). Покажем, в первую 
очередь, что в этом случае ряд Роамег функции Г (2) схо- 
дится равномерно. 

Чтобы в этом убедиться, мы применим к формулам, выра- 
жающим коэффициенты, двукратную интеграцию но Частям: 


[22 = | Р(х)сових ах= к | | Г’(х) эт их 41 == 


— — 1 Г" (©) с08 ях ах. 


о 

Но функция |" (<), будучи непрерывной, вместе с тем огра- 
ничена. Таким образом, существует такое число №, что при 
0—=ж-< 2х мы имеем |{"'(х)| < ЛЕ. 
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Поэтому 
2М 


Га, | — я? 


Этим же путем мы найдем, что 


2мМ 
ы< п? ` 


Поэтому члены ряда 
У, (а, соз их -- 6, Ш =) 
по абсолютному значению меньше соответствующих членов 


числового ряда 
4М 
р 


откуда и следует, что ряд КоиЧег сходится равномерно. 
Остается открытым вопрос, будет ли сумма ряда равняться 
функции / (2), ибо из сходимости ряда этого еще не следует. 
Но равномерная сходимость ряда во всяком случае нам 
гарантирует, что сумма его $(2) есть непрерывная функ- 
ция, и что ряд можно интегрировать почленно, вследствие 
чего мы убеждаемся, что коэффициенты ряда суть вместе с 
тем коэффициенты Коичег функции $(2). Поэтому мы имеем 


| И <) — 3(=)] 44=0и (0 
р. (2)| с08 их 4х ==0, (2) 
2 


для любого я. Из этого же мы действительно можем заключить, 
что 3 (2) = (<). В самом деле, если разность 4(х) ={ (5) —х(х) 
не обращается в нуль тождественно, то в силу непрерыв- 


: а ШФоннре чая неирер ывные (лики 1й НЯ 


п 


ности этой функции, в интервале 0`= х`> 2п должен содер- 
жаться такой интервал «=1-2, в котором функция (т) 
сохраняет постоянный знак. Не ограничивая общности, мы 
можем предположить ее положительной в этом интервале. 
Укажем прежде всего основную идею дальнейшего доказа- 
тельства. Мы составим из функций зт их и 66$ ис (при раз- 
личных значениях я} лчнейную комбинацию р(я} с таким 
расчетом, чтобы эта функция также была положительна 
внутри интервала а=х5=6, и притом была бы весьма 
велика в этом интервале и весьма мала вне его. Если нам 
это удастся, то интеграл 


27 
| 4(2) р(=) ах. 
0 

никак не может быть равен нулю, ибо большая положитель- 
ная часть интеграла, получаемая интеграцией от а до 6, не 
может быть уравновешена малою его частью, получающейся 
от интеграции по оставшимся участкам. Но так как, с дру- 
гой стороны, функция (7) есть линейная комбннация 
функций вида созих и зших, т.-е. 


2(2) ==а Е У (а, совёх -|- В, $11 7), 


то мы должны были бы иметь 
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| 4(х)5(=) @ —0, 


ибо в силу соотношений (1), (2) и (3), интеграл этот распа- 
дается на сумму интегралов, каждый из которых равен нулю. 

Такого рода функцию при достаточно большом п дает 
нам выражение 


&— х— в 
Р(2) = (1 — 281 5 ш | 


В самом деле, полагая ради сокращения письма 


ь 
2 т —5—=%(<), 


12 = т 5 
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мы видим, что %`1 внутри интервала чл и |111 
вне этого интервала. Поэтому, если » выбрать достаточно 
большим, то 71.5) будет сколь угодно велико в любом интер- 
вале, содержащемся внутри интервала «аз х-=0, и сколь 
угодно мало в любом интервале, внешнем по отношению 
к данному. Если мы теперь рассмотрим интеграл 


э- 
ь =: 


\ окоам, 


0 


то мы видим, что часть его, относящаяся к любому интер- 
валу, внутреннему по отношению к интервалу ав, 
будет сколь угодно большою. К этому мы должны еще при- 
соединить части интеграла, относящиеся к двум дополни- 
тельным отрезкам интервала а = < 5, примыкающим к кон- 
цам этого интервала. В этих частях мы не можем утверждать, 
что р(2) сколь угодно велико, ибо р(а) = 2(6)=1. Но во всяком, 
случае, в них 2(2) > 0, и, следовательно, от присоединения 
этих двух частей абсолютная величина интеграла еще уве- 
ничится; таким образом, действительно, интеграл 


И 


| (=) р(т) ал 


а 


будет сколь угодно большим при достаточно больших зна- 
чениях я. Во всех точках вне интервала а = 2 = 6 за исклю- 
чением двух сколь угодно малых интервалов, соответственно 
примыкающих к точкам а и В, 12(х)| сколь угодно мал при 
достаточно большом я, при чем и в этих исключенных интер- 
валах мы имеем |7(2)|<1. Поэтому мы сначала выберем 
эти интервалы столь малыми, чтобы при любом и соответ- 
ствующие им части интеграла были достаточно малы, а затем 
выберем и столь большим, чтобы в остающихся частях #(2) 
этало весьма малым. Ясно, что для таких значений я интеграл 


р} 


| в) р(х) ах 


0) 
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С Е т. ее 


не может обращаться в нуль. По данным нами указаниям чита- 
тель сумеет построить доказательство во всей его точности. 

Мы теперь, во вторую очередь, покажем, что наше р(х) 
может быть представлено в виде щ-- У (а, со Ёх -- В, эт Ах). 


Прежде всего, что касается $(<), мы получаем 


а сов (2 а—- 6 ей т а—6. 
ИЯ) ==1- 5 ) и а а 
а-- 8 о а-фь. 

-+ 605 ЕР ава 5 - 1 2, 


т.-е. $(х) представляется в требуемой форме. 

Возводя это выражение в степень я, мы по формуле 
бинома получаем линейную комбинацию выражений вида 
с05 хвшт. Таким образом, остается только показать, что 
каждое из выражений такого вида может быть представлено 
в требуемой форме. Мы имеем 


е= ет у е= = е = 
ре, зтя== 


208 < — 


Возводя поэтому с0зх и зшх в требуемые степени и пере- 
множая результаты, мы получаем выражение вида. 


(ле 


где а, суть действительные числа. Так как все выражение 
должно быть действительным, то мы не изменим его, заме- 
нивши в нем всюду # на—1, что дает 


(==) У сб 


) При этом можно рассматривать е“” как сокращенное обозначение 
для с0за -|- шт. В силу известных правил перемножения и возведения 
в степень комплексчых чисел, мы при этом получаем 


лат 


{созж--7 вт ам" == 60$ м 9 не =е 
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следовательно, то же выражение равно полусумме двух полу- 
ченных выражений, т.-е. 


ТЕ: жа 
5 (5) Учет 9) 
или, что то же, 


1\: р 
(=) у а, 608 2х 


нри { четном, и 


при { нечетном. 
Тем самым мы показали, что действительно 


р) == -- У (а, созйа -|- В, #2), 


и, следовательно, в силу соотношений (1), (2) и (3) мы должны 
иметь 


ь 2(1) 4(х) ах ==0. 


-о 


Е 


Мы, таким образом, пришли к противоречию, показываю- 
щему, что наше предположение й{5)5-0 невозможно. Итак, 
[(<) =з(х), и мы приходим к следующему результату: 

Каждая периодическая функция с периодом Эт, имеющая в ин- 
тервале 0 <= х < т непрерывные производные первых двух поряд- 
ков, изображается соответствующим ей рядом Роитег, при чем 
ряд этот сходится равномерно в интервале 0 = 1 = 2т. 

Вместе с тем, попутно мы доказали следующее предло- 
жение. 

Всякий раз, когда ряд Роитег какой-либо непрерывной функ- 
цив равномерно сходится в интервале 0 = <= 2п, сумма этою 
ряда равняется данной функции. 

Таким образом, если для какого-либо класса функций 
нам удастся доказать равномерную сходимость соответствую- 
щих им рядов Гоимег, то вместе с тем мы можем быть уве- 
рены, что каждая из этих функций изображается соответ- 
ствующим ей рядом Коитег. Мы теперь докажем равномерную 


А 
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сходимость рядов Гоциег для функций непрерывных, удовле- 
творяющих условию /[\0) =Р\2п), и первая производная ко- 
торых непрерывна всюду, кроме, быть может, конечного числа 
точек, в которых она может изменяться скачком, При этом 
нам придется провести некоторые дополвительные рассу- 
ждения, и вместе с тем мы получим несколько дополнитель- 
ных результатов. Прежде всего мы докажем, что квадраты 
коэффициентов Еопмег образуют сходящийся ряд. 


Для этой цели, мы рассмотрим интеграл 


л 2; 


| 9 —в — Уфа, сов йе -- В, вт йа) |? 4х, 


Е=1 


где а, и 6, суть коэффициенты Еоциег функции /[(х). 
Мы находим, что интеграл этот равняется 


> 2к 22: 


Средне 24 [ ое [(х) соз Ех ах — 


= 


л2я 


м ^. [(х) эт вх 9х -- а? | 


ре 


Е ах-Е | У (а, со8ёх-Е 
го 
2: 
-- 8, эт #245 -- 2а, У(а, созёа -- В, вт #2) @х = 


= | | [Играх — 4а? п — 2пУа? пу Эта 
0 


29 


-|- пу аз -|- пу = “усдраг — 2п & — пу (№). 


Е 


С другой стороны, мы непосредственно видим, что исход- 
ный интеграл не может быть отрицательным, ибо подын- 
тегральная функция представляет собою квадрат некоторого 
выражения. Таким образом, мы приходим к неравенству 


227 
24+ Ув ==| еде. 


®! 
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Отсюда следует, что все частичные суммы ряда 


та + 12 
уе в: 2} 


меньше интеграла 


. 3 


| [Иху?ах, 


. Г] 


я |-> 


и что, следовательно, этот ряд сходится. 
Докажем теперь, что из сходимости ряда Уи? всегда 


а. 


вытекает сходимость ряда У — 


В самом деле, так как всегда 


то ‘а, -- 


а : 
Члены ряда У. [4% таким образом. менее соответствующих 


1 1 
членов сходящегося ряда 5, (и). 


т 
а: 
Следовательно, ряд уе сходится. Подобным же образом 


[1 
мы убеждаемся в сходимости ряда у ы. 


Все сказанное до сих пор имеет силу для любой ограни- 
ченной интегрируемой функции, и, следовательно, для всякой 
функции, непрерывной всюду, кроме конечного числа точек, 
в которых она может изменяться скачком. Но выше мы 
нашли связь, имеющую место между коэффициентами Коичег 
какой-либо функции и ее производной. Мы видели, что 


1 „27 
з : 
| ==— 2) д а. 
Ч, ее: Г (5) зп их 4х, 
“9 
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и совершенно тем же путем мы убедимся. что 


и и (=) соз их 4х1). 


"— п 


Таким образом, обозначая через а, и $, коэффициенты 
Гоичег для производной, мы будем иметь 


Как мы показали выше, ряды ый и уу сходятся; 


следовательно, сходятся и ряды 5 и У Ь,! для всякой 
функции, производная которой ограничена и имеет лить 
конечное число точек разрыва. Отсюда следует, что ряд 
Еоитег такой функции сходится равномерно, ибо абсолют- 
ная величина ”-ю его члена менее, нежели |а,|-|-!6.|. Таким 
образом, мы приходим к следующему результату: 

Веякая непрерывная функция [(х), удовлетворяющая условию 
Е(0) =1(2п), и производная которой в интервале 03 152п 
ораничена и имеет не более конечною числа точек разрыва, 
зображает-я в этом интервале соответствующим ей рядом Еои- 
ет. Последний стодииися равномерно. 

$6. Ряды ГРоимег для разрывных функций. Способ предше- 
ствующего параграфа не позволяет продвинуться значительно 
далее. Дело в том, что в этом способе мы пользуемся равномер- 
ною сходимостью, и следовательно, не можем получить ничего 
относительно даже самых простых разрывных функций. 
Поэтому мы теперь перейдем к общему методу исследования 
рядов Коиег, принадлежащему ПОуюе и разовьем его 
в той мере, в какой это будет нужно для наших целей. 
Нам придется при этом существенным образом рассматри- 
вать только функцию {#(12)=х, но постановку проблемы мы 
сперва рассмотрим в общем виде, ибо это не представит 


1) Правда, мы не предполагали, что /“х) непрерывна во всем интер- 
вале; тем не менсе, написанные формулы легко доказать, разбивая, напр., 
интервал на части, в каждой из которых Ре) непрерывна. 


126 ГГ Предет. функинй с помощью рядэз ц онред. интегр. 


собою усложнения. Основная идея этого метода состоит 
в том, что сумма конечного числа членов ряда Еоимег при- 
водится к такому виду, который позволяет исследовать ее 
поведение при переходе к пределу. Помня выражения для 
коэффициентов ряда Гоимег, мы можем привести сумму п 
первых членов этого ряда к виду 


» 8 
1 а : 
5, «== \ 42 [(2) [5 (6052051 = шла) -|-... -|- 
чо 
-Е (С0з ях с05на-|- тихзшна) ] = 


= = и (а) [+ -|- 20$ (#—2)-{-с082(а—х)-- -.. коки | == 
ый ь 
д Ш (› | 5)@ —2) 
= = + (а) да 
о 2ш = (@а— 1) 


2 


В этой цепи преобразований требует доказательства 
только последнее преобразование суммы 


1 
8) = с08у-|-с082у-|- ...-- с08 я 4. 


Мы имеем 
25 (у) с05 у = с0зу-|-2 с08 у с0зу-|- 260$ у ео у |... -- 
-1- 2605 608 у = 


== с08у-{-1-- е052у-- с05у - с08Зу-|-...-|- 


=1-|-2е05% -|-2с052у-|-..----2 60$ (я — Г) у-| сз му -- 


г 605 (и -- Пу, 
откуда 
25) (1 --созу) - созниу — сз -. Ру, 
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В дальнейшем мы сохраняем х нзизменным и заставляем 
7 неограниченно возрастать. Так как подынтегральная функ- 
ция, как это ясно из ее первоначального вида, имеет период 
2п, то, помня значение определенного интеграла как выра- 
жения площади, мы видим, что наш интеграл не изменит 
своего значения, если вместо интервала 0 ат мы его 
распространим на любой другой интервал длины 2п. Всего 
удобнее для дальнейшего будет выбрать интервал 


я— паз -- т. 
Таким образом, мы получаем 


я 
1 2 
8» (х) == т (а) в = да. 


Я 5щ 5 


ЗЕ. 


Вводя здесь новое переменное интеграции # при помощи 
подстановки а— х==2Ь мы находим 


п 
ыы Г(т-- 2 о“ 
п) = 5$ 


ай ты эт (2% -|- 1)! 
= С. ‘те 80 зтё — и 


+1 тв а 


‚Я 


=1 | + 20 -Р— а 9 1) Е 


Ут 


4. 
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Сделаем прежде всего следующее замечание: при любом п, 


1 в 8 (2 -|- р: 1 
=5. 


п. зтё 
[и 


В этом мы убедимся, построив ряд Коимег для функции 
Г(т)=1. Разумеется, ряд этот состоит из единственного 
члена «,==1, вследствие чего любая конечная сумма этого 
ряда равна единице. 

Нашей целью является оценка разности между /(2) и 
5, (2). В точке, где функция { (2) непрерывна, мы естественно 
ожидаем, что пределом конечных сумм явится величина # (1). 
Но как велика будет сумма ряда в точке, где функция # (2) 
изменяется скачком? В примере, рассмотренном нами на 
стр. 116, сумма ряда представляла среднее арифметическое 
тех двух пределов, к которым стремилась функция { (2) при 
подходе к точке х соответственно справа и слева. Эти два 
предела *) мы будем обозначать соответственно через /(х-|-0) 
и {(х—0); мы посмотрим, следовательно, будет ли в точке 


разрыва сумма ряда равна Е = Но этим же 


выражением 


Гео -ЕГ(&— 0) 
2 


мы можем обозначить и значение нашей функции в точке, 
где эта функция непрерывна; ибо в такой точке Г (2) = 
—=/(2--0) = (#0). Поэтому мы обращаемся к исследованию 


разности 


ЕЕ 


Чтобы получить более удобное выражение, мы вычтем из 


Ш ай (2—0) 


интеграла, изображающего $,(х), вместо дроби — 


+) Мы предполагаем, что эти пределы существуют в каждой точке 
разрыва фувкции / (2). При.и. пер. 
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равное ей в силу вышеприведенного замечания выражение 


а. "арен ВВ ДИ” 


ы я 


Зи / 


Таким образом, мы получаем 


ЧЬ 


х, () ЕО в | ЗН т И! 


Г“ 


где ради сокращения письма положено 
(В = (2-29 — Га 0-29 —Г(«—0). 


Итак, проблема рядов Коимег приводится к исследованию 
поведения полученного нами интеграла при неограниченном 
возрастании я. 

В этом пункте мы обрываем общую разработку про- 
блемы и обращаемся к исследованию функции [(42)—==). 
При 0, (8 —=2—0-| (2 — 21) — 2п—=0, и, следовательно, 
ряд изображает значение функции. Далее, пусть х есть лю- 
бая точка интервала 0% х<2пт. На черт. 19 "ВОРА 
функция у—{(х) и отмечена выбранная точка х. При этом 
{ изменяется между Ои > 5 , 
а следовательно, 2#-— ме- 
жду О и п. Стало быть, 
нам в данном случае при- 
ходится рассматривать 
интервал, серединою ко- 
торого является точка ги Черт. 19. 
длина которого равна 2т. 

Концы этого интервала отмечены на черт. 19. 


" Этим условием функция определяется во всех точках интервала 
О `ж- 2%, дая всех же прочих значении „она определяется условием 
Г(г ! 2-1=1[(0) в соединении с предыдущим (ср. черт. 19, дающий гра- 
фическое изображение данной фуикции +. 


„Аииирересициальние и интесранииие печиеления. Ч. И. 9 
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Мы видим непосредственно, что 
(0 =@а- 29 —х--(— ЗИ —«=0, 
если < 2пих— 210, и 
16 ==(2-- 2 — 2п) —х— (1—2 —<=— 2" при #-- 2, 
(В (х-- 29 — 1-1 (а— 2-6 2т) —х=--21 при х—21< 0. 


Таким образом, для всякой точки х найдется такое число 
8(2)>0, что }.(9 =0, если [#|<5(*), а для остальных зна- 
чений # (8 =--2п, смотря по положению точки 2. Поэтому 
для функции { (1) = мы имеем 


вт (2®-- 1) а 
НН 


5, (#®)—Г (|= 2] [^ Е 


Определим теперь новую функцию 9 (5) следующими усло- 
ВИЯМиИ: 
9(0=0 при 0=#< 8 (а), 


те 


°(9=0 при в 


Тогда 


2 


92—71 @)'=2 | | (зщ (2 | Ва. 


Но интеграл правой части, отвлекаясь от числового 
1 ны 
множителя — , представляет собою коэффициент ЕКоинег 6.„., 


функции х (9. Так как сумма квадратов коэффициентов 
Коцчек, как мы знаем, есть ряд сходящийся, то И в а 


н— 
и следовательно, 


Ни 8, (4) == 1%). 


ин сх 
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Таким образом, мы видим, что функция / (2) = х изобра- 
жается соответствующим ей рядом Гоичег, если только 
в точке разрыва мы придадим этой функции значение 


КЕНО ЕР — 0) 
2 


Этот же путь сейчас же дает нам возможность исследо- 
вать и некоторые функции более общего вида, имеющие 
одну точку разрыва. Положим сначала /, (5+)===—й при 
1<=<--2п. Полагая х — № —5, мы имеем [, (2) == 1, (&1-®)= 
= (8), где о (5) =Е при 0<#<72т; а эта функция, как мы 
только что убедились, изображается собтветствующим ей 
рядом Еоигег. 

Поэтому, полагая 


$ (&) = Ука, сов В ти), 
мы получаем 


ое = @) = У а, свв (2 — №) 6, зп (2—1) = 
= (В, тих -- ©, 608 из), 
где а„—=а, 087 — 6 зщ ий, 


8.==а, зн ий 1-6, 03 ий. 


Таким образом, и функция Г, (2) изображается соответ- 
ствующим ей рядом Коштег; ибо нетрудно непосредственным 
вычислением убедиться, что а, и |, действительно суть 
коэффициенты ГЕоп\ег этой функции. 

Далее нетрудно установить аналогичный результат и для 
функций, имеющих несколько точек разрыва. Пусть, напр., 
функция [7 (2) претерпевает разрывы в точках х,, т.,. 
и пусть Р(*,-- 0) —Г(х,—0)=%,. 

Составим тогда функцию 


Г. 
Ед =Ге) — У ег» ©) 


Я, 


Эта функция, очевидно, уже лишена точек разрыва. Если 
она изображается соответствующим ей рядом Коитег, то, 
9 
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очевидно, то же самое справедливо и для функции / (5), ибо 
функции Ш (2), как мы только что убедились, указанным 
свойством обладают. Таким образом, на основании резуль- 
татов $5 мы теперь приходим к следующему заклю- 
чению: 

Допустим, что функция Г (х) ириничена но пмелн атиць ко- 
неиное чнедо почек разрыви в о интервен 9 < гп, три чем 
в каждой из этих точек преоселы рт -- 0) и (+ — 0) сумествуют. 
и в променарике межсу кетоыми двумя воседними точками раз- 
рыва функция [(х) опфферениируема. Тоба функция Г (5) изобри- 
„мается соотвенетвующил сп рядом Гошчет, при чем ряд этот 
оходниея равномерно ви всяком замкнутом интервале, не содер- 
жащем ни одной почки разрыва функнии Г (®). 

Настоящий параграф мы закончим несколькими загмени- 
ниями, относящимися к оценке полученного нами интеграла 
в общем случае. 

Мы нашли, что 


О-о и. 4. 


7—5» 2) в ь о : а: 


Прежде всего заметим, что под интегралом мы можем 
в знаменателе поставить {! вместо $т!. Чтобы в этом убе- 
дитьея, нам достаточно показать, что 


ь Е, . : 1 И 
Тип - 1. (В) эт (2* 1): [5 Е | Ч-=0. 


н-->с2 
"0 
Но 
Г 1 1 
о (= = = и {-- с —- }= 
го ИЕ #/ гъьо ть ; 6038 2 
Е 
1 6 - СОЗ 9 
== Им о 0, 


Ё 
—. 6080 
[2 


1 1 
вследствие чего функция а. непрерывна в интервале 


0=:=>. П о =1=< 
= 5. оложим 90-10 Е три 0=#=5 и 


мо 
$ (0—0 при 5<#=2п. Тогда наш интеграл, который мн 


можем написать в виде 


1 
Е боны (28 0Ыи. 


т. 


представляет собою коэффициент Гоимег функции $(# и, 
следовательно, как мы уже знаем, стремится к нулю при 
неограниченном возрастании п. Если мы поэтому положим 


2 
лы Е _ т (28- Оу 
т" зтё 
о 


то Ни (7„— 7) ==0 1). 
изо 


1) Применяя в частности это рассуждение к функции /(5) =1, мы 
нолучаем 


“ — Шт | 5 (2н -- ПЕ р 


ъ= 
ы п— |2 


Производя в этих интегразах подстановку (2н -:- 01-2, мы получаем 


{21-1 = 
а. 
“+0 й 
Таким образом, мы имеем 
о (2-1) с 
т Па: == Ш ы 
н—-®. 0 : вое 


Тем самым мы вычислили определенный интеграл, сходимость которого 
нами установлеиа была еще на стр. 29--60, и величина которого не мо- 
жет быть вычислена с помощью неопрелеленных интегралов. 


13+ в г ‚РИО Ш. ‘биикций с с помощью рр н онрей. нитег Е: 


Мы теперь попытаемся отыскивать условия, которым долж- 
на удовлетворять функция '.(!) [а следовательно, функция 
(2), для того, чтобы мы имели Ши 7, =(. Прежде всего 


ях 
заметим, что виноанение этого условия завнент только от повефения 
функции 1(6) в соесдетве точки 8—0 (нан, ито то же, от пове- 
дения функции Г (к) в соседстве выбранной точки 2). В самом 
деле, если (как мы все время будем предполагать) функция 
Г(х) ограничена, то функция }.(7) также ограничена, и по- 


< п г 
этому во всяком интервале 8=#=5 (8>0) ограниченною 


2 
* (0) 
будет и функция =: На основании этого мы способом, 


применявшимся выше по отношению к функции $ (#), убеж- 
даемся, что 


„5 
1([. зп (29-1 
Ша (0 а) @==0, 
п—+о® П., { 
откуда 
Ни = И м 
>< Пс *. 9 
где 


ы т (2-1) 
и . (В — ‘ 7 НЕХ «Е. 


Ри —- 
п. 
$ 


При этом & может быть выбрано совершенно произвольно, 
и, следовательно, как мы и утверждали, только поведение 
функции в непосредственном соседстве данной точки может 
иметь влияние на сходимость или расходимость ее ряда 
РГоилег в этой точке. Допустим теперь, что функция / (5) в 
данной точке имеет производную справа и производную слева, 
т.-е. что существуют оба предела 


з 
-_—--97 Е Г --.-0 Е 
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+ (6) 


В танком случае предел Ша Г. также существует, и 


Е —>0 
(0 
следовательно функция 1. непрерывна в соседстве точки 


`` 


{ =0. Таким образом, если $ выбрано достаточно малым, то 


3. (6) 


функция —;^ непрерывна в интервале интеграции, а отсюда 


следует что Ип 7т„-=0. Тем самым мы заново получим все 


п —>0 
наиболее существенное из наших прежних результатов; но 
вместе с тем мы получим и указание на возможный путь их 
обобщения. Именно, вместо того, чтобы предполагать, как 


Х (0 


мы это сейчас делали, функцию — —^ непрерывной в интер- 


вале интеграции, нам достаточно предположить, что для 
некоторого интервала 0=#-=6 интеграл 


| 10 в 
: 

о 

будет сходящимся. Ибо далее мы можем рассуждать так. 


Если написанный интеграл сходится, то мы можем указать 
такое число 6(=), что 


8 (=) 
ро Е 
= < в. 


Если в формуле для 7, мы положим 6 (которое ведь про- 
извольно) равным этому 6(=), то мы получим 
2. 
\ “р О нЕ = 


И 


Г } "7. (Е) 
1 


р: _ 
= ит ЧЕХ ъ, 


откуда, начиная с некоторого и, и 7, -_=. Последнее сде- 
ланное нами допущение выполняется, напр., всякий раз, 
когда существует такое число с и такое число 2>0, что 
^(1<<«Р в некотором соседстве точки {=0. Но так как 


(0) =/(2-|- 2) —Из-- 0 -Аг— 29—71 — 0, 
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то нам достаточно предположить существование таких по- 
ложительных чисел А и <, что в некотором соседстве точки 
| =0 выполняются так называемые условия [ирзеВИга 


КЕ о--- К 0 АР и АН — ИФ 0) < АН. 


Если 2`>1, то это условие требует более, нежели диф- 
ференцируемость, но если а<_1!-—существенно менее. Это 
условие позволяет, нам убедиться, что непрерывная функ- 
ция без производной, которую мы исследовали в первом 
томе, может быть представлена с помощью ряда Гоптех. 
Чтобы показать, что она удовлетворяет условию ШресИИха, 
мы снова примем все введенные там обозначения, но на этот 
раз, в соответствии с поставленной нами целью, нам будет 
удобнее принять сторону квадрата и отрезок изменения пере- 
менного / равными 2п. Пусть [Йй| есть какое-либо положитель- 
ное число; выберем тогда целое число „ таким образом, 
чтобы иметь 


2п _ 2" 
9 < Ед 


Тогда !л будет менее, нежели длина интервала » — 1-го 
подразделения отрезка 0={= 2п. Но отрезок, имеющий та- 
кую длину, может перекрываться не более чем с двумя 
интервалами я-- 1-го подразделения. 

Поэтому разность двух значенй «х, соответствующих зна- 


п 
чениям !, отстоящим друг от друга не более нежели на дет» 


2 
не превысит я . Если ци (%--й суть два таких значе- 


ния параметра #, то мы, следовательно, будем иметь 


эп 
[5 + А — д — 251 ть 


Но 4. вые р вия И ви ри 
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Следовательно, для люби» мы имеем 
ее 
м — и) 6 2 й?, 


т.-е. условие ШрясьИха выполняется. Таким образом, коорди- 
ната х кривой Реапо, будучи непрерывной функцией пара- 
метра [, нигде не имеющей производной, разлагается в ряд 
Копнехг, который, как нетрудно убедиться, равномерно схо- 
дится во всяком замкнутом интервале, не содержащем то- 
чек 0 и 2т. 

Наконец, пользуясь второй теоремой о среднем значении, 
мы можем доказать, что рядом Коцмег может быть изобра- 
жена любая монотонная функция. Чтобы в этом убедиться, 
мы прежде всего представляем 1(!) в виде суммы монотон- 
ных слагаемых 1.1) = 2) — Кх--0) и (0 =ИКя— 29 — 
—/! (2—0). 


Далее, мы замечаем, что интеграл 


„й 


\ эт (2н-Е Г! р 
й о 


а 
“ 


где $>0 и л`>0 остается при всех возможных значениях +, 
А и б по абсолютному значению меньше некоторого лоло- 
жительного числа Л/. В самом деле, подстановкой (2н-|- 1)! == 
он преобразуется в 


данной 
Ш: 


4, 


2-0 


та 
а мы уже видели, что интеграл \ —— 4: сходится, откуда 
я 


.й 
очевидно, легко следует ограниченность написанного инте- 
грала. В силу монотонности напр., функции ).({) мы инеем, 
на основании второй теоремы о среднем значении 


эт (2н-+- 1)! АТ Е т (и 
Е. ‘ = г) = —_ 41, 
1 пра 1 


гибо 1,(0)=0 и Ны 1.(1) =0, следовательно, ^/ (1) либо отри- 
{—>0 
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цательна и убывает, либо положительна и возрастает; в обоих 
случаях теорема о среднем значении должна быть приме- 
няема в той форме, как мы написали). При этом мы выби- 
раем 8, бывшее до сих пор произвольным, весьма малым. 
Подобным же образом мы поступаем с функцией }.(1). 

Так как И НИ. 1.() =0, то этим путем мы можем 


#—50 


сделать 7’ менее вЫ наперед заданного положительного 
числа :. Таким образом, 


Ши 7„== Ши х,=0. 
я—>> я—>> 
Из этого результата, относящегося к монотонным функ- 
циям, мы можем сейчас же получить тот же самый резуль- 
тат и для суммы или разности двух монотонных функций, 
т.-е. дла любой функции с ограниченным изменением. 
Если ибсследуемая функция ее имеет период №, отлич- 


ный от 2т, то, полагая еоЬ мы получаем функцию 


Е) ==Р (>. ‘) —=%(1) © периодом 2п. Поэтому, если 


9) = -|- у (а, с08 Е Е 6, вт #1), 
то 


Е Эл : 
Е(х)==%(1) =9 (7=) =и-- У) (1. сз Е мии) . 


Таков, следовательно. Вид разложения Коцмехг в этом бо- 
лее общем случае. 

8 7. Функций, представленные посредством определен- 
ных интегралов. Нам приходилось уже рассматривать инте- 
грал как функцию от его пределов. Теперь мы обращаемся 
к исследованию интеграла, как функции от параметра, кото- 
рый может входить и в подъинтегральную функцию, и в 
пределы интеграции. Нашею задачею является, таким обра- 
зом, изучение функции 


а 
Е) = (ох, 1) Чт, 


7} 
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в отношений ее непрерывности, дифференцируемости и инте- 
грируемости. Допустим, в первую очередь, что параметр не 
входит в пределы интеграции. Пусть 


Хе = | (=, ах. 


Ча еЁ 


Если относительно функции /(х,1) мы не станем делать 
никаких особых предположений, то вопрос о свойствах функ- 
ции 9(х,!) будет лишен всякого смысла. Ибо при этом „Л (х,, {) 
может оказаться какой угодно функцией 9(1) переменного (; 
стоит только положить 


а #0, 


и мы будем иметь 


5Ь 
К(х, 1) 91== 0. 


Предположения, которые мы сделаем относительно функ- 
ции / (2, {), будут состоять в следующем. Мы предполагаем, 
что функция [(х,() непрерывна относительно обоих пере- 
менных в некотором прямоугольнике а=х=6, АЗ В 
плоскости переменных х, $. При этом оба предела интегра- 
ции должны принадлежать интервалу а<=ил<$. Мы будем 
исследовать функцию (хх, в прямоугольнике а=я=6, 
А-В и утверждаем, что в этом прямоугольнике она 
непрерывна но отношению к обонм персменным. Доказательство 
существенным образом основывается на теореме о ревномер- 
ной непрерывности, которая нами доказана для случая одного 
переменного, и которая в настоящем случае имеет вполне 
аналогичную формулировку. Она гласит: если функция [(х, 
нопрерывна в прямоуюльнике ах, АЗ В, о веякому 
волоноательному числу $ можно поставить в соответствие две зтакис 
чиели 81(=) * 8.(=), ‘ино для любых двух пир значений т, х. и 

‚ & в этом прямоуюльнике, для которых 5—2, < 8 (=) и 
| в.а „(=}, мы будем иметь (я, Ц) — (а, 6) |<. 

Доказательство проводится вполне аналогично случаю 
одного переменного. Все сводится к тому, чтобы показать, 


что при разбиении основного прямоугольника на достаточно 
большое число =) равновеликих прямоугольников колеба- 


с 


ние функции в каждом из них становится менее. нежели г 


Если бы это не было так, то при всяком „ нашлись бы 


Найдется 


| &) 


прямоугольники, в которых колебание превышает 


поэтому прямоугольник первого подразделения, в котором, 
сколь бы далеко мы нн продолжали разбиения, всегда ока- 
жется, по крайней мере, один прямоугольник с колебанием, 


- 


превышающим у. При втором разбиении этого прямоуголь- 


ника снова найдется прямоугольник, обладающий тем же 
свойством. Продолжая подобным образом, мы получаем си- 
стему стягивающихся прямоугольников, в каждом из кото- 


Это приводит нас 


> 
. 


рых колебание функции превышает 


к противоречию с тем, что функция должна быть непрерывна 
во внутренней точке этой системы; ибо точка эта может быть 
принята за центр прямоугольника, в двух любых точках ко- 
торого значения функции отличаются друг от друга менее, 


нежели на В Итак, согласно с нашим утверждением, мы 


>| ©) 


можем всегда найти столь большое число яз), что при раз- 
биении нашего прямоугольника на #"(=) равных прямоуголь- 
ников в каждом из этих последних колебание функции не 


Отсюда же немедленно вытекает справедли- 


Я: 


превзойдет 


вость теоремы о равномерной непрерывности. В самом деле, 
где бы ни помещался прямоугольник, равный одному из тех 
частичных прямоугольников, о которых мы только что го- 
ворили,—он может перекрываться не более, нежели с ч- 
итрьмя из этих прямоугольников, и следовательно, колебание 
функции в нем не превосхсдит :. 

Опираясь на эту теорему, мы теперь покажем, что 


„Ах -= | Их, 4х, 


а. 
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есть непрерывная функция от г и #. В самом деле, 


#4.) — Ил, == \ Ме. ЕВ — К, ОН 


ей, 


и 


к 


ый \ (к, ЕН А, 4х. 


Но функция #(т,(-- 7.) во всяком случае ограничена. 
Поэтому, существует такое число 6,(=), что 


эа-ЕЙ, 


Ро, Ь,) ах <>, если |*,'<8(©). 


Затем, в силу равномерной непрерывности, мы можем у ка- 
зать такое число 8,(=), что 


Иа, ЕЕ ЪЬ) — Ге, 0 < Бтреа › вв № <) 


Тогда при условиях #.<8,(:) и !1,|<4,(+) мы будем 


иметь 
"т - *,, е-- №.) Об +Т(х, 1) о =, 


откуда и следует непрерывность функции «Хх, 1). 
Из доказанного предложения легко заключить, что 


функция 
э$\0 


Е = | Ге, 04 = 24,0 — Л 9 


У = 


непрерывна относительно Ё если при АЗ! В мы не- 
изменно имеем аз (9 и Ч ОЗ Ь, и если функ- 
ции $( и %( непрерывны в этом интервале. В самом деле, 
если в непрерывную функцию двух переменных подставить 
вместо этих переменных непрерывные функции $(() и %(6, 
то, как мы знаем, в результате получится непрерывная функ- 
ция переменного #. 

Из известных нам теорем о функции от функции мы да- 
лее сможем вывести, что функция эта дифференцируема, 
если только дифференцируема функция „/х, (). Этот послед- 
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ний вопрос мы, стало быть, должны исследовать в ближайшую 
очередь. Мусть снови 


(т, == ы [(х, 6 4, 


яри чем Не, Ё) в данном прямоуюльнике есть функиня, непрерыв- 
ная относительно обонх переменных. Пусть этим же свойством 


а д т - 

озидает функния 58, 9. Тода функция Лх, В) имеет частные 

производные по хи но & при чем 
| о 
НЙ 


< 


# (2, 8) а. 


(Днфферениирование 10д знаком интефала. ) 

Существование частной производной функции „(х, } пох 
самоочевидно в такой мере; что не требует никаких даль- 
нейших пояснений. Чтобы доказать наше утверждение, ка- 


сающееся производной мы вспомним определение част- 


& , 
ной производной. Мы имеем 


ЛЬ — 9 __ [ЕЮ Ге 
й | р 


В силу теоремы о среднем значении, мы получаем 


Лев) _ 
Г [5 Ве: 


® 


(=, Е-- 94) ах. 


Но, ыы теорему о равномерной непрерывности 


к функции} а #), мы заключаем, что при любом х 
НЙ У 
= (т, ЕЯ) — >. (2,8 2 
Е (НА) — С, ) <> 


коль скоро |й << 6(=). Поэтому 


= / | а 5/ | к й 
е (ее В | — (}. 


Г: ‚ Функции, предемивыени. посредством. определ. нитеер. 143 


откуда 


Пусть, наконец, параметр входит и в выражения пределов 
интеграции. Тогда: 


(в 
Е (= [(л, 0 ==, ) — (о, 0, 
* = 
и следовательно, 


47 _ — 57, 
@ _ 5; @ . о: 0 я — м $, 59 + т, — (+5, 
и мы находим 


ЕР 0-9 Гу О ги (2,8) 4. 


3 


Остается рассмотреть вопрос об иниешации по параметру 1. 
Пусть снова 


9 (2,0 = | (2,1) ах. 


я 


Тогда, очевидно, мы имеем 


|. о) «—| 4 фи ры 


ех 


ЕЯ м 

дх Р(2, 0) 46 

-8 

то-есть интеграция по { может быть совершена прежде 
интеграции по х. Доказательство будет непосредственно сле- 
довать из того, что мы установили относительно дифферен- 
цирования, если только нам удастся показать, что интеграл 


Е 


Гы) @ 


есть непрерывная функция обоих переменных хи & Это 
же, разумеется, можно сделать совершенно так же, как 


выше нами была доказана непрерывность функции 


2. 


Ё(е, Г) 4. 
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Таким образом, или функиия Рег, Я неирерывня оттноеительно 


опоне переменных. зни в чниириае 


-Ё Бе + 
\ 4! \ Тб чех 
порядок интерации может выть изменен на обритный. 

8 8. Функции, представленные е помощью обобщенных 
интегралов. Мы преимущественно остановимся на случае 
функции, представляемой интегралом вида 


= | Г (а, дах. 


Вообще говоря, результаты предшествующего параграфа 
теряют силу в этом случае, ибо здесь присоединяется еще 
новый переход к пределу, связанный с обобщенным инте- 
гралом. Но если мы сначала остановимся на интеграле 


ей \ Г (х, д ах, 


"а 


то при выполнении предпосылок предшествующего пара- 
графа, это будет, при любом значении „г, непрерывная функ- 
ция от 2. Мы получаем, таким образом, семейство функций 
от & зависящих от параметра х, при чем нас интересует пре- 
дельная функция этого семейства, получаемая при неогра- 
ниченном возрастании параметра. Частные случаи таких 
семейств мы рассматривали уже там, где говорилось о бес- 
конечных последовательностях непрерывных функций. В дан- 
ном случае задача решается совершенно аналогичною тео- 
ремою. 

Пусть функция (2,0) неррерывна относианельно обрик тере- 
менных при гта, аз фа 8, н нусть 1(<,0 ‚ГО при я 55 
рисномерно в иниерне я 3-3. Тани У сеть непрерывния 


Иликиии ани В Сна фуикния будет диффереицируема, еели функ 


$ ^. Фиункнии. предетаваенные го помощью обубщ. нншегр. 14Б 


ау 
4 


вебе пплщети, и ееан 


иня непрерывни ожноеннеаьно сни неремрРриныхт в рагелиинрн - 


о на 
ве 09 


и 


акне равномерно стремится к сноемцу прейеау при х-з5р. Вотои 
онучие мы нлеем 

У м т 
я | о 


Е . | 
„Дилее, 


РО 555 .3 
та = | 4 \ Га. 


ет 


Доказательство проводится совершенно аналогично дока- 
зательству соответствующих предложений из теории беско- 
нечных рядов. Существует такое число (=), что при <> п (:)} 
и а=#=В мы всегда имеем | .7(8} — (=, |< =. Еели мы за- 
фиксируем какое-либо из таких значений х, то далее най- 
дется такое число 2(=), что при 164 —&|<.8(=) мы будем 
иметь './(х,) —Т(х,Ь) |< =. В таком случае мы получаем, что 


|746) —(6) | т | [© (+) > -7(х, Е.) | ЕЕ Ы (=, &) РА -(х, ь) | те 
ге М (х, Ь,) и (6) | - | 7 () „7(х, ы) | Е | + (6) [= (т, ь) | т 
НЕ @, в) — (6) |< 36. 


Этим соотношением доказывается непрерывность нашего 
обобщенного интеграла относительно #Ё. Читатель без за- 
труднений докажет и остальные наши утверждения по ана- 
логии с доказательствами соответствующих предложений из 
теории бесконечных рядов. 

Рассмотрим в качестве примера интеграл 


.5б 
Г \ ед Та. 


. у 


Чтобы не иметь дела с какими-либо затруднениями при 
нижнем пределе интеграции, мы будем предполагать #1, 


‚(ифференциальнь” и интегральное нечиеления Ч. И, | 
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== 3. 


рассмотрим какой-либо интервал а={=6 и докажем, что 
функция Г(!) непрерывна в этом интервале. Положим 


т 


(== Е 
. 0 
Тогда при #0, :>1 мы будем иметь 


ОЛЕНЬ д = в ет -1 д М е--2 58-1 4х. 


Но мы можем найти такое число №, что при х> М, 


| ЖЬ+1 а ы 
е—=< 1 ибо Ни —— ==0. Если мы примем >> №,, то 
23 о ех % 
мы, следовательно, будем иметь 


ВЕЬЁ лЗ-ЕИ а 
я 
ета | 


Ес 
[4 = 


Но так как интеграл ) = сходится, то мы далее можем 


а 
найти такое число №, > №;, что при &>> М, всегда 


эЕ-НЙ 
Г’ ах 
\ ве 


5 


Таким образом, мы получаем: 
199 —УЕ-^А.9 |<: при {> №, иа=# =. 


Тем самым доказана равномерная сходимость интеграла, 
а следовательно, и непрерывность функции Г(#) при всяком 
{=1. Для производной мы находим выражение 
еее) 
Г (9)=| е-=хе- рос зах. 
0 


ибо равномерная сходимость этого последнего интеграла 
доказывается совершенно аналогично предыдущему. 


УП. Двойные интегралы. 


8 1. Понятие двойного интеграла. На стр. 143 мы уже 
встретились с двойным интегралом. При этом просто одну 
и ту же функцию мы интегрировали два раза под рядли тем 
самым свели двойной интеграл к двум обыкновенным инте- 
гралам. Мы придем к существенно иным проблемам, если 
попытаемся распространить определение интеграла, как пре- 
дела суммы, на область двух переменных. В случае того 
интеграла, который мы рассматривали, путь к этому непо- 
средственно ясен; нам следует разбить на части как интер- 
вал изменения переменного х, так и интервал изменения 
другого переменного, которое теперь обозначим через у. 
В целом мы получаем, следовательно, разбиение основного 
прямоугольника на частичные прямоугольники, стороны ко- 
торых мы будем обозначать соответственно через Ах; иду. 
Пусть (х,, у, есть точка, принадлежащая частичному прямо. 
угольнику, который соответствует частичному интервалу 
нумера # по оси х-ов и частичному интервалу нумера # по 
оси у-ов. Тогда двойным интегралом мы будем называть 


рр 


з 
Пи М у Улан, Геи) 
4—1 


т п» 
ел 


или, что то же, 


9ь и 


Пт Ни у, Аа Аи, (у), 
в 


п- +0 т» 
ЕЕ 


ибо мы уже знаем, что можем при желании изменить 
порядок интеграции. Представляется естественным на-ряду 


10* 
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с этими двукратныхи пределами рассматривать еще двой- 
ной предел 
тот 
ии Аль 5). 


ни --»5 РО 

Мы убедимся, что он совпадает с каждым из вышепри- 
веденных пределов. Но прежде распространим наше рассу- 
ждение, проведенное для случая прямоугольника, на область 
произвольной формы. 

Пусть в плоскости переменных х, у нам задана об- 
ласть ВБ, имеющая определенную плошадь. Пусть функ- 
ция #(х,у) непрерывна в некоторой области В’, целиком 
содержащей внутри себя область В. В таком случае, мы 
следующим образом обобщим процесс определения интеграла, 
как предела суммы. Разобъем плоскость на прямоугольники 
со сторонами а; и 3», и пусть (х,. у,) есть точка такого 
прямоугольника, принадлежащая одновременно области В. 


Составим тогда сумму у а,3,((«„у,), распространяя ее на 


все те прямоугольники, какие имеют общие точки с областью В. 
Рассматривая теперь какую-либо последовательность таких 
разбиений на прямоугольники и подчиная эту последователь- 
ность лишь тому условию, чтобы длины диагоналей частичных 
прямоугольников стремились к нулю, мы можем задать себе 
вопрос о пределе составленной нами суммы. Если этот пре- 
дел существует и величина его не зависит от выбора той 
или иной последовательности разбиений, то мы обозначим 
его через 


лорак 


в‘ 


и будем называть двойным интералом функции [(т,у), рас- 
пространенным на область 6. Нашей целью, стало быть, снова 
является показать существование такого числа 5, от кото- 
рого построенная нами сумма будет отличаться сколь угодно 
мало при условии. что в основу ее положено достаточно 
мелкое разбиение плоскости. Точнее говоря, пусть это раз- 
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биение произведено таким образом, что сумма площадей 
частичных пряхоугольников, имеющих общие точки с обла- 
стью В (сумма эта, очевидно, не меньше площади области В), 
отличается от площади В менее, нежели на :. Далее, пусть 
прямоугольвики эти столь малы, что в каждом из них коле- 
бание функции менее, нежели :. Пусть нам даны две суммы 


ев бь и УВЫ Г (оть} 


построенные для разбиений, удовлетворяющих вышепоста- 
вленным требованиям. В таком случае, 


19: —8,|=2={1В|-- = + 2=мМ, 


где через | В| мы обозначаем площадь области В, а через М — 
наибольшее значение абсолютной величины функции ] (т, У) 
в области В’. 

Чтобы в этом убедиться, мы снова рассмотрим третье раз- 
биение плоскости, происходящее от взаимоналожения первых 
двух. Пусть какая-либо из сумм, построенных для этоготретьего 
разбиения, будет 


83 5 у 1: \ 2 (3, %,,). 


Сравним между собою суммы 5, и 55. Пряжоугольники, 
входящие в б,, составляют, вообще говоря, часть прямоуголь- 
ников; входящих в 5,. В самом деле, чтобы от суммы 5, 
перейти к сумме 5., мы должны каждый из прямоугольни- 
ков, входящих в ©, подвергнуть дальнейшему разбиению. 
Среди этих новых прямоугольников могут оказаться и такие, 
которые не имеют более общих точек с областью В и по- 
тому не должны приниматься в расчет при построении 
суммы ^.. Однако сумма площадей таких прямоугользиков 
менее, нежели =; ибо сумма площадей всех прямоугольников, 
входящих в 5., все еше превышает | В|, а сумма площадей 
прямоугольников, входивших в 5;, превосходила | В | не более, 
нежели на : 
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Сравним теперь между собою отдельные слагаемые сумм 
5, и 8.. Члены суммы 5, мы будем соединять в группы, со- 
ответственно относящиеся к отдельным слагаемым суммы 51; 
при этом отдельному члену 9, д, Г (Е, Е,) суммы 5, мы поста- 
вим в соответствие те слагаемые суммы 5., которые-соответ- 
ствуют прямоугольникам, полученным при разбиении прямо- 
угольника со сторонами &., ак Эти прямоугольники суммы 5, 
либо целиком, либо только частью заполняют собой послед- 
ний прямоугольник (последний случай имеет место только 
для вышеупомянутых краевых прямоугольников). Рассмотрим 
сначала прямоугольник а, @:, целиком заполняемый прямо- 
угольниками суммы 5.; пусть ему соответствует групна 


в/в, 8)... т Г@, 8) 


: 7’ ‚ 
слагаемых суммы 5,, причем а, а, == т, 1, -|-.-. + т, 7,. В таком 
случае мы имеем также 


мм, В) =, (Н.Н у. Г(&, Е,). 
Для разности этих двух сумм мы получаем выражение 
и и И, 5) —Г (8 .-- уу, И, &)—%,, 8.) 


Но так как каждая из встречающихся здесь разностей менее, 
нежели г, то все выражение менее, нежели а. а, =. Следова- 
тельно, часть разности |5,—6.|, проиеходящая от прямо- 
угольников, целиком заполненных, не превышает произведе- 
ния = на сумму площадей этих прямоугольников, и, следова- 
тельно, не превосходит 


&([4В|-=—а), 


где через « мы обозначаем сумму площадей тех из прямо- 
угольников суммы 5, которые только отчасти заполняются 
прямоугольниками суммы 5.. Остается рассмотреть те прямо- 
угольники суммы 5,, которые при переходе к сумме 5, теряют 
часть своей площади. Если в этом случае мы представим 
211, как сумму площадей частичных прямоугольников, то 
среди этих последних встретятся и такие, которые не входят 
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в сумму 5,; однако сумма площадей их менее, нежели =; 
следовательно, часть суммы 5, а следовательно, и часть 
разности |5, —25.|, проигходящая от этих прямоугольников, 
менее, нежели =. Остальные же частичные прямоугольники, 
входящие в сумму 5; и взятые из только отчасти заполнен- 
ных прямоугольников суммы 5, составляют часть разности 
19,—5.|, которая, как мы убеждаемся рассуждением, вполне 
аналогичным предыдущему, менее, нежели з.а. Поэтому мы 
имеем 


[9 —5:|=={|.В1-{ ==. 


Так как это рассуждение слово в слово может быть повто- 
рено для разности |5, —5.|, то утверждаемая нами оценка 
разности [8, —5,| доказана. 

Настоящий параграф мы закончим кратким замечанием 
0б обобщенных двойных интефилах. И в тех случаях, когда 
сделанные нами предпосылки выполнены не полностью, мы 
иногда будем писать 


ивы, 


.; 


определяя этот символ, аналогично случаю обыкновенного 
интеграла, как предел соответствующих интегралов (в точном 
смысле слова). Это может, напр., случиться, если область В 
не имеет определенной площади, или если не существует 
такой области В, которая содержит в себе область ВБ, и 
в которой функция [(2,у) все еще удовлетворяла бы поста- 
вленному условию непрерывности. В этих случаях мы все 
же можем пользоваться теми внутренними многоугольниками, 
которые в свое время послужили нам для определения инте- 
грала. Интеграл, распространенный на область Б, мы можем 
определить, как предел интегралов, распространенных на 
эти приближенные прямоугольники. Однако здесь мы не 
имеем в виду давать дальнейшего развития указанному ходу 
мыслей. 

8 2. Вычисление двойных интегралов. Из положенного 
определения непосредственно вытекает, что интеграл суммы 
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двух функций равняется сумме их интегралов; столь же 
легко выводятся и многие другие формальные правила. На- 
конец, и способы практического вычисления настолько без 
всяких затруднений могут быть перенесены на двойные инте- 
гралы, что нам нет надобности останавливаться здесь на 
этом вопросе. 

Мы, должны главным образом, обратить внимание на 
вопрос о возможности сведения вычисления двойного инте- 
грала к двум последовательно выполняемым простым инте- 
грациям. Сделаем особое предположение относительно области 
интеграции В. Допустим, что область эта ограничена кри- 
вою, которая всякою прямой, параллельной оси 5-ов иди оси 
у-ов, пересекается не более, нежели в двух точках, т.-е. со- 
стоит из двух дуг, каждая из которых может быть выражена 
уравнением и—={,(х) и соответственно У=Ь(<), где Г, (х) 
и Г, (2) суть однозначные непрерывные функции; и, с другой 
стороны, из двух дуг, выражаемых уравнениями х=$, (у) 
и +==9,(у), где функции х также непрерывны и однозначны. 
В большинстве случаев область интеграции может быть раз- 
ложена на части, удовлетворяющие этому условию. При этом, 
как легко показать, двойной интеграл, распространенный на 
всю область, равен сумме двойных интегралов, распростра- 
ненных на эти частичные области. 

Прежде чем приступить к нашей задаче, нам необходимо 
ввести понятие хриволинейною интефрили. Пусть функция 
Г(х, у) непрерывна в некоторой области; обозначим че- 
рез С кривую, расположенную в этой области и выра- 
жаемую уравнениями х==х(И, у--у(. и установим на 
этой кривой определенное направление. Пусть функции 
д (1) и у(#) непрерывны, и, но меньшей мере, одна из них 
дифференцируема. Рассмотрим дугу этой кривой между 
точками, соответствующими значениям параметра {$ и &. 
и направленную от К к Ц. 

Интеграл 

.й 
\ Ее ИН дб 
т 
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мы будем называть криволинейным интегралом от функции 
Г(х, и}, распространенным на взятую нами дугу. Сокращенно 
мы будем писать его так: 


| Ри, из Че. 


- 


Значение интеграла не зависит от выбора параметра. В самом 
деле, переходя посредством подстановки {-='!т) к другому 


параметрическому представлению х=—х |2, уж [9(5)| 
той же дуги, мы получаем, для нашего интеграла выражение 


в [к 
\ т УСН т. «4. 


Совершенно аналогичным образом мы опрёделяем криволи- 
нейный интеграл 


; . 
\ Р(ж, и) Чу == Ев, у] УЕ 
[- ( ‚ 


1, 
В частности, если уравнение кривой дано в форме у = {<}, 
то мы просто имеем. 
и эь 
\ Ё(х, у) 4х = \ Р[, © (2)] ах 
-@ 'й 
ири 


=\ |<, $4] ах, 
сь 


смотря по тому направлению, какое мы установим па кри- 
вой С. Таким образом, определение криволинейного инте- 


грала | /4л или \ ГЧу существенным образом зависит от 
ее чих 


того направления, которое мы устанавливаем на кривой (.. 
Это последнее должно, следовательно, непременно быть за- 
дано, если нам важно знать знак интеграла. 
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Мы теперь переходим к нашей задаче. Возвратимся к 
определению двойного интеграла, и рассмотрим суммирова- 
ние по прямоугольникам, получающимся в результате раз- 
биения внешнего прямоугольника дзх=}, азу=ф'). 
Это суммирование удобно выполнить, соединяя в одну группу 
все прямоугольники, составляющие одну полосу, параллель- 
ную оси 2-0в. Таким образом, мы сперва составляем сумму 
по каждой полосе в отдельности, а затем уже складываем 
вместе полученные суммы. Эти два процесса суммирования 
в пределе дадут нам два процесса интеграции — первый по 
<, второй по у. Чтобы в этом убедиться, мы наше подразде- 
ление выбираем столь мелким, чтобы в каждом частичном 
прямоугольнике колебание функции / (5, у) было менее, нежели 
произвольное наперед заданное положительное число =. Пусть 
при этом х =, (у) и х==9,(у) будут кривые, ограничиваю- 
щие площадь В соответственно слева и справа. Тогда сумма 
> Ая.Г (т, у,) отличается от интеграла 
$ 


менее, нежели на =(8— 4), ибо 8— а превышает наибольшее 
протяжение области В в направлении оси х-ов. Но в таком 
случае вся двойная сумма отличается от выражения 
У. 3$) 
у Ду, | Га, и) 4 
и) 
менее, нежели на 


У (3 —а@=&8—а) 6—2) 
(ем. черт. 20). Пределом же этой 
суммы является двукратный инте- 
грал 
х5ЗтИ 

Ех, у) 4х. 


а ® тиу) 


+) При эгом аи 3 соответственно означают наименьшую и нанболь- 
шую абециссу, а п © — наименьшую и наиболыпую ординату. встречаю” 
щуюся среди точек ооласти В. 


$ 2. Вымисление двойных ре 106 155 


Тем самым мы убеждаемся, что 


} ие у) дачу — | ау и (+, у) т. 


ни 
эР 
В частности, если }(х, 5 ‚ то мы находим 


-. Р г ры й 
| | ^ @зйу == -| [Р (9. (У), )—Р (9 (9), у) =) Р(зл, у) Чу, 
С 


вы 8 


обозначая через С кривую, которая ограничивает собою 
область В. Направление на ней установлено при этом такии 
образом, что при движении по кривой область Б находится 
все время по левую руку. 

Подобным же образом суммируя сначала по полосам, 
параллельным оси у-ов, и обозначая через у== [, (1) и у==/, (2) 
соответственно кривые, ограничивающие область В снизу и 
сверху, мы получаем 


ь лв [а 
| Ё(х, у) ах4у = | 4х Г(х, у) ау. 
` и #@®) 


9 
Если при этом в частности ] (х, ух ‚ то 


[ Ди» 9) Че ау =“ [9 (<, Г, (=) )-— 9х, Г, (=) 1, 


“В 
а это равно 
— } 9) а, 
С 
если кривая С’снова пробегается так, чтобы область В рас- 


полагалась по левую руку. В частности, если область инте- 
грации есть прямоугольник а +56, А зу-< ВБ, то 


А а 


.. ай „В В ИИ 
|| Ге, у) Чу == “| (к, у) ау == | Чу Г(х, у) ах. 
.« а А 
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Мы возвратились, следовательно, к тому случаю, от кото- 
рого мы исходили. 

Двойной интеграл не является, как это имеет место для 
обыкновенного интеграла. обращением какого-либо диффе 
ренцирующего процесса. Только в весьма частном случае. 
когда область интеграции есть прямоугольник ах, 
АЗ .-= В, мы имеем 
.. Геи “/ и «г 
| есь Феи == @х | еб чи==\ аи | Ис) "== аи), 
ы ‚а не ТА ‘а 


при чем 
32 УЕ р 
эй в“ Г (х, у). 

То, что мы здесь изложили, позволяет нам распространить 

на лвойные интегралы формулу интеграции по частям. 

В самом деле, из соотношения 


9 (и) та 9%, ди 


9х 95 


мы находим 


гъ 


| 98 } =| | р за зы 
| ‚| те ах ау =. та (т, у) - (т, у) ау | „| и ахау. 


В заетности, 


„| в)" 95 у 


Это-—так называемая форлуле Стеета. И здесь мы предпола- 
гаем, что кривая С’ пробегается в таком направлении, что 
область В остается расположенной влево. 

Таким образом, в то время как при интеграции по частям 
в случае обыкновенного интеграла появляется один член, 
совершенно свободный от знака интеграла, —в данном слу- 
чае один член приводится к виду обыкновенного (криво- 
линейного) интеграла. 
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Полученные нами, в конце-коннов, результаты могут быть 
распространены и на области более общего вида-—-именно на 
любую область, состоящую из конечного числа областей 
типа, только что рассмотренного. Встречающиеся при этом 
криволинейные интегралы частью распространяются на дуги, 
входящие в состав общей границы области. при чем дуги эти 
пробогаются втаком направлении. что область всегда остается 
по левую руку. Но на ряду с этими дугами мы встретим и 
линии, послужившие для разбиения области. Каждая из этих 
линий встречается непременно дважды, ибо отделяет друг 
от друга две частичных области, и, как легко видеть, про- 
бегается при этом в двух противоположных направлениях, 
вследствие чего соответствующие интегралы отличаются 
друг от друга только знаком и потому взаимно уничто- 
жаются. Таким образом, и в этом случае остается только 
криволинейный интеграл, распространенный на границу 
первоначальной области, вследствие чего наши формулы 
сохраняют силу и для этих областей более общего вида. 
Посредством соответствующего перехода к пределу можно 
было бы распространить их и на области произвольного 
вида. 

8 3. Отыекание функции по ее частным производным 
первого порядка. Рассмотрим, в первую очередь, вопрос о том, 
каким образом можно узнать, что две данные функции Ри 0, 
имеющие непрерывные производные, суть частные производ- 
ные (по х и по у соответственно) одной и той же функции 
Г (2, у). Необходимое условие для этого (см. том [, стр. 114) 
состоит в том, чтобы было: 


> 
им 


Нетрудно убедиться, что это условие вместе с тем и доста- 
точно. Установим это с помощью рассмотрений предшествую- 
щего параграфа. Рассмотрим какой-либо прямоугольник, 
в котором производные функций Ри 0 непрерыввы и удо- 
влетворяют поставленному условию. Докажем существование 
функции Г(х, у), однозначно определяемой в данном прямо- 
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угольнике, частные производные которой совпадают с дан- 
ными функциями. 

Если мы допустим, что такая функция существует, то 
отыскание ее может быть проведено следующим путем. Так 
как аддитивная произвольная постоянная во всяком случае 
остается в нашем распоряжении, то мы можем допустить, 
что искомая функция обращается в нуль в точке (а, 6), слу- 
жащей вершиною левого нижнего угла нашего прямоуголь- 
ника. Соединим тогда любую точку (1,9) с точкою (а, В) 
какою-либо кривой 0: х—=41(), у=—у(1, где функции (4) 
и У(1) мы предполагаем имеющими непрерывные производ- 
ные. Пусть [(х, 9) есть та функция, существование которой 
мы только что временно допустили. Вдоль построенной кривой 
мы имеем 

У м „+ \ ии ря | Фу. 


Мы получаем отсюда, что функция Г равна интегралу 


эх, $} 
(Раз -- 98), 


< (а, 6) 


взятому вдоль кривой а. При этом мы выбрали произвольную 
кривую, и, следовательно, все кривые должны давать один 
и тот же результат. Написанный интеграл, таким образом, 
как говорят, не зависит от пути интерации. 

Найдя, таким образом, путь, приводящий к отысканию 
функции Г, мы можем теперь доказать и ее существование. 
Мы можем составить криволинейный интеграл 


их, и 
(Рах -- 94) 


= (а. 5) 


и доказать, что величина его не зависит от кривой, ведущей 
от левого нижнего угла (а, 6) нашего прямоугольника к точке 
(1, у). В самом деле, если 3, и а, суть две такие кривые, 
то мы получим замкнутую кривую а, двигаясь от точки (и, 6) 
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до точки (2, у) по кривой а, а затем обратно по кривой а,. 
При этом очевидно 


з и 


| =Г-, 


р 9 


если оба интеграла правой части брать от точки (а, 5) до. 


точки (2, у). Далее, мы имеем на основании формулы 
@теет’а 


| (Раз | ©4у) = (16° >) алхау, 


ыы 


где двойной интеграл распространяется на совокупность 
областей, расположенных внутри кривой а. (Мы, стало быть, 
при этом допускаем, что выбранные нами пути являются 
столь простыми, что это заключенме может быть сделано 
без всяких оговорок, напр., что пути эти состоят из конеч- 


ного числа прямолинейных отрезков.) Но отсюда следует, 
что 


> 


30 оР 

ибо во всем прямоугольнике Е. А это и означает, 
что наш криволинейный интеграл не зависит от выбранного 
пути. В дальнейшем мы выберем путь интеграции, соста- 
вленный из двух прямолинейных отрезков. Если (а, 6) есть 
вершина левого нижнего угла прямоугольника, а (х, у) — 
данная точка внутри прямоугольника, то путь этот будет 
состоять из горизонтального отрезка от точки (а, В) до 
точки (т, 6) и вертикального —от (т, 6) до (=, и). Таким 
образом, мы получаем, 


п лы и 
| Ре еау) = | Р(=,6) | 0 (=, у) дц. 
ет са Г 


Эта формула весьма просто определяет для каждой точки 
прямоугольника некоторую однозначную функцию. В силу 
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того, что мы видели, мы можем представить эту функцию 
и в виде 


и „г 


\ Оч, у) Чу в Рух, 


р ки 


вели мы будем интегрировать сначала по вертикальной пря- 
мой от точки (а, 6) до точки (ца, у), а затем отсюда по го- 
ризонтальной прямой до точки (<, у). Нетрудно теперь убе- 
диться, что Ри © суть частные производные этой функции. 
Это непосредственно видно из двух полученных нами фор- 
мул, из которых первая решает вопрос для функции Р, 
а вторая—для функции 9. 

Ясно, каким образом мы можем распространить все то, 
что мы сейчас проделали для случая прямоугольника, на 
области более общего вида. Для этой цели следует брать 
области, приближенные к данной и составленные из конеч- 
ного числа прямоугольников. Функция может быть тогда 
определена последовательно в этих прямоугольниках посред- 
ством рассуждения, аналогичного только что проведенному. 
Однако для того, чтобы при этом функция получилась не 
зависящая от того пути, по которому мы производим инте- 
грацию от начальной точки до какой-либо точки нашей 
области, необходимо, чтобы во всякой области, заключенной 
между двумя такими путями, были выполнены все наши 
предпосылки, и чтобы, следовательно, в такой области мы 
могли несследовать соответствующий двойной интеграл и 
установить, что он обращается в нуль. Это всегда будет 
выполнено, если данная область односвязна, то-есть огра- 
ничена единственным контуром. В случае же, когда область 
эта многосвязна, то-есть граница ее состоит из нескольких 
замкнутых кривых, в случае, например, кольца, заключенного 
между двумя концентрическими окружностями, мы все же 
можем прийти по любому пути, состоящему из конечного 
числа прямолинейных—горизонтальных и вертикальных от- 
резков, к функции, частные производные которой соответ- 
ственно равны данным функциям. Но при этом может слу- 
читься, что по различным путям мы будем приходить 
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к различным значениям, так что функция {(х,9) окажется 
многозначной. Дело в том, что в случае, когда мы выбираем 
два пути так, что заключенная между ними область содер- 
жит части, не принадлежащие данной области (напр., вну- 
треннюю окружность в нашем примере), то мы не можем 
утверждать, что интегралы, взятые по этим путям, равны 
между собою, ибо поведение функции в области, заключен- 
ной между этими путями, нам неизвестно. Однако, в любой 
области две различные определенные таким образом функции 
могут отличаться друг от друга лишь на аддитивную по- 
стоянную, ибо производные их должны совпадать. 

8 4. Преобразование двойных интегралов. Мы займемся 
теперь распространением .на двойные интегралы способа 
подстановки. Пусть мы имеем в виду ввести вместо переменных 
х,у новые переменные и, о, связанные с прежними посред- 
ством соотношений и=и(х,у), 9==5(1,9). Пусть В есть 
область интеграции в плоскости переменных х,у. Мы до- 
пустим, что функции и(1,у) и ®(х, у) имеют непрерывные 
частные производные в некоторой замкнутой области В’, 
содержащей внутри себя область В. Далее, мы допустим, 
что в области В' функциональный определитель 


и, и, 1) 
о 


отличен от нуля. На стр. 185 первого тома мы уже рассматри- 
вали подробным образом такого рода подстановку. Резуль- 
тат, полученный нами там, мы теперь возобновим в памяти 
в геометрической форме, чтобы сделать из него дальнейшие 
выводы. Пусть и(т„у,)==и, 9(х,у,)==в. Мы нашли, что 
в соседстве точки (и„,е,) наши уравнения однозначным обра- 
зом разрешаются относительно хи у, то-есть, что всякая 
пара значений, лежащая в соседстве точки (ч,, о,), прини- 
мается нашими функциями в одной и только одной точке, 
лежащей в соседстве точки (х,, у). Таким образом, точки 
плоскости (н, $), соответствующие некоторой окрестности 


ду 
и. == днит д Ирнми. пер. 


Дифференциальное и пилегральное иечиеления. Ц. И, И 
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точки (7,9), целиком заполняют некоторую окрестность 
точки (и, 2). Таким образом, мы видим, что область В 
посредством нашей подстановки взаимно однозначно пре- 
образуется в некоторую область С” плоскости переменных 
(и, $). Смысл этого утверждения таков. Точки плоскости 
(и, °), координаты которых получаются, как значения функ- 
ций ч(х, 9), 9'1,9) в точках области Б’, заполняют некото- 
рую область 0’, при чем каждой точке области С’ соответ- 
ствует только одна точка области ВБ’, из которой первая 
точка получается только что описанным процессом. Обозначим 
через х==ф (и, 2) и у=ф (и, 5) функции, разрешающие наши 
уравнения. Функции эти, следовательно, однозначны и не- 
прерывны в области 0, и, кроме того, как мы знаем, имеют 
непрерывные частные производные. Функциональный опре- 
делитель 


= 


Фи % 
$. №: 


этих функций равен, как легко убедиться непосредственным 
вычислением, обратной величине функционального опреде- 
лителя функций и(х,у) и (2,9) и, следовательно, подобно 
этому последнему, всюду отличен от нуля. 

Пусть при этом преобразовании область Б переходит 
в область 0. Тогда мы далее покажем, что, во-первых, обла- 
сти Ви 0 связаны таким образом, что, если одна из них 
имеет определенную площадь, то то же самое справедливо 
и относительно другой, и что, во-вторых, 


Ра 
р 


\ | атау-= | | Р| аи 4%, 


”« < 


7 1 


во 


т.-е. площадь области В может быть представлена по- 
средством написанного интеграла, распространенного на 
область 0. Наконец, в-третьих, мы установим общую фор- 
мулу 


Г (х, у) Че ау == Е [$ (в, ©), № (и, 5)|. | Б|. Чидь, 
8 о 
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служащую точной аналогией формулы подстановки в обык- 
новенном интеграле. Там мы видели, что, если интервал 
а=156 посредством подстановки х==9(ё) взаимно одно- 
значно и непрерывно преобразуется в интервал я = {= 8, то 


и 

Чтобы доказать эти утверждения, мы будем отправляться 
от определения двойного интеграла, как предела суммы. 
Мы разобьем плоскость переменных (и, у) на сеть квадратов 
со сторонами параллельными осям координат (черт. 21). 
Прямые и-=с и э=‹6, производящие зто разбиение, при 
сделанном преобразовании переходят в два семейства 
ч(2, у) —=е и 9(х, у)==6 кривых, которые, вообще говоря, 
разбивают плоскость пере- 
менных (1,9) на сеть криво- 
линейных четырехугольни- 
ков (черт. 22). Естественно 
подозревать, что это разбие- 
ние на криволинейные пря- 
моугольники может быть 
использовано для предста- Черт. 21. Черт. 22. 
вления двойного интеграла 
как предела суммы, аналогично процессу $ 1, коль скоро 
нам удастся показать, что прямоугольники эти имеют опре- 
деленные площади, и вычислить эти площади с достаточною 
степенью точности. Эти пункты и составляют главную труд- 
ность проводимого нами исследования. 

Рассмотрим какой-либо отдельный квадрат © из сети, 
покрывающей плоскость (и, $), и притом пусть этот квадрат 
целиком принадлежит области (", ибо остальные квадраты 
нас вообще не интеревуют. Пусть точка (а, 6) будет верши- 
ною левого нижнего угла этого квадрата; обозначим через $ 
длину его стороны. Тогда, в силу теоремы о среднем значе- 
нии, мы можем написать для любой точки (и, 5) этого квадрата 


2—9 (а, Ъ) -|- Аи, (а--8:4и) -- 40, (&-- 845), 
у=% (а, 8) -|- дих, (и-- 3.) | Аюф, (6-1. 8,4»). 


#2) ъ3 
Рощи | Га. 


И 
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Но так как производные по предположению непрерывны, 
то мы учтем тот факт, что значения их в соседстве точки 
(а,6) мало отличаются от значений в самой этой точке, 


и напишем 
х==9 (а, 6) -- \иф, (а) Г дох, (а, 6) = Ав -- =, Ав, 
у=4 (а, 6) 1 Ан, (а, 5) -- 0$, (а, 6) аи ть 4х, 


и запомним, что величины |в, |, =,|‚!1.| и 1>, можно сделать 
меньшими, нежели любое положительное число г, если только 
квадраты взять достаточно мелкими. Оставляя покуда в сто- 
роне только что введенные добавочные члены, мы возьмем 
для сравнения лишь первые члены, и получим уравнения 


Е ф (а, 6) я 4. ЕЕ ИФ» 
у=ф(а, 5-4, 


посредством которых квадрат 0=&=$, 0123 преобра- 
зуется в некоторый параллелограмм. Вершины последнего 
находятся в точках 


[$ (а, 5), ф(а,6)], 4 (@,5) 54, Ф(@ В) -- 5, 
[9 (а, 6) 59» $ (а, 6) -- 56, [96-3 (ч.- х,), ФФ 
НР. 5 ($. т. ф } р. 


Диагональ, которая не проходит через вершину, соответ- 
ствующую левому нижнему углу квадрата, разлагает этот 
параллелограмм на два равных треугольника. Вследствие 
этого, как легко вычислить, площадь параллелограмма равна 
5°|Р|. Так как в области 0" величина | Ю| положительна 
и непрерывна, то существует такое число т 0, что! Ю | >> т 
во всей области [’. Площадь параллелограмма, следовательно, 
превышает 75? 

Преобразование квадрата в криволинейный параллелограмм 
мы получим, если в только что исследованное преобразова- 
ние введем еще поправку, соответствующую временно от- 
брошенным нами членам наших формул преобразовавия. 
Чтобы должным образом оценить влияние этих членов, мы 
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возвратимся еще раз к нашему прямолинейному параллело- 
грамму. Рассмотрим длины его сторон. Из выражений, най- 
денных нами для координат вершин этого параллелограмма, 
мы выводим, что длина каждой из этих сторон не превы- 
шает 2.5, если через М мы обозначим число, которого не 
превосходят абсолютные значения частных производных 
в области Г’. Периметр параллелограмма, таким образом, не 
превышает 8 Мз. А так как площадь его более, нежели зт3?, 


их 
то каждая из его высот должна превосходить 52мм. 


Если мы теперь перейдем к нашему подлинному преобра- 
зованию, то мы заметим, что добавочные члены заставляют 
нас несколько сдвинуть каждую точку нащего прямолиней- 
ного параллелограмма, при чем компоненты такого сдвига 
в направлении координатных осей не превышают 2=5 по 
абсолютному значению. Таким образом, для получения истин- 
ного преобразования каждую точку прямолинейного парал- 
лелограмма мы должны сдвинуть не более, нежели на рас- 
стояние 4=5. Но если квадраты взяты столь малыми, что 
< ви то этот сдвиг будет менее, нежели одна четверть 
каждой из высот параллелограмма. Поэтому существует та- 
кой прямолинейный параллелограмм, концентрический и 
подобный нашему, который целиком помещается внутри по- 
лучаемого криволинейного четырехугольника, и другой—со- 
держащий этот четырехугольник 
целиком внутри себя. Чтобы по- 
лучить такие параллелограммы, 
нам достаточно снаружи и вну- 
три нашего параллелограмма 
провести параллели к его сто- 
ронам, на расстоянии 4= от 
этих последних (черт. 23). Кон- 
тур нашего криволинейного четырехугольника помещается 
целиком между контурами этих двух параллелограммов. Чер- 
теж непосредственно показывает, что разность между пло- 
щадями построенных параллелограммов составляет не более, 
нежели 64 М5. Очевидно, что площадь первоначального 


Черт. 23. 
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параллелограмма отличается от площади каждого из этих 
параллелограммов не более. нежели на некоторую часть 
этой величины. 

Площади построенных параллелограммов, таким образом, 
будут соответственно 


[20| 52 —964 М:5? и (Б $964 1:52, 
0<8<1, 0<#< 1. 


Заметим теперь, что наши криволинейные чеуырехуголь- 
ники целиком заполняют некоторую часть области В’. Если 
мы ограничимся только некоторыми соответственно выбран- 
ными из них, то совокупность внутренних параллелограммов 
даст нам некоторую часть области В, ограниченную пря- 
мыми линиями. Площадь этой части будет более, нежели 
У! |5 — 64=М У,52 и менее, нежели »|1)| 58 -| 64=М > 5?, 
где суммы распространяются на все криволинейные четы- 
рехугольники, целиком лежащие в области В. Если мы до- 
пустим, что область С имеет определенную площадь, то 
суммы эти, при беспредельном увеличении числа квадратов, 
будут иметь своим пределом интеграл 


|1 аи4о. 


К, 


Если мы теперь обратимся к сети внешних параллело- 
граммов, то мы заметим, что они, перекрываясь между собою, 
во всяком случае, целиком заполняют область В. Внешний 
контур составленной ими области, заключающей внутри 
себя область ВБ, состоит из прямолинейных отрезков. Пло- 
щадь этой прямолинейно ограниченной области менее, не- 


жели У\ |2, 3*--64еМ У $. С другой стороны, площадь эта 
заведомо превышает величину р |Р 3 — 64 М у 5, ибо 


мы видели, что даже площадь некоторой области, лежащей 
внутри области Б, превышает эту величину. Таким образом, 
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площади этих объемлющих область В прямоугольников также 
имеют своим пределом интеграл 


| 1 В| ди. 


17 


Таким образом, область Б, по самому определению пло- 
щади, имеет определенную площадь, которая выражается 
написанным интегралом (в предположении, что область С имеет 
определенную площадь). Подобным же образом мы убе- 
ждаемся, что, обратно, из того, что область В имеет опре- 
деленную площадь, следует то же самое и для области 0. 
Если мы применим этот результат к одному из квадратов 
построенной сети и соответствующему криволинейному 
четырехугольнику, то мы увидим, что площадь последнего 


равна интегралу 
\ \ || био, 


распространенному на площадь соответствующего квадрата. 
Поэтому, площадь криводинейного четырехугольника равна 
[2 (в, °,) 5, где (и, т.) есть соответственно выбранная 
точка квадрата. Это получается вследствие очевидной ана- 
логии с теоремою о среднем значении для случая обыкно- 
венного интеграла. На основании этого мы можем теперь 
доказать формулу преобразования для любого двойного 
интеграла. Если мы снова положим в основание разбиение 
на криволинейные четырехугольники и применим к ним рас- 
суждения $ 1, которые в этом случае могут быть проведены 
совершенно так же, как в случае прямоугольного разбиения, 
то мы получаем 


эз 


Г (<, у) 4х у — а № Г (т у) А ее 


.! 


где через Аш, обозначена площадь криволинейного четырех- 
угольника, равная, как мы знаем, | Л (+, ®, с, ®) | 52. Поэтому, 
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в качестве приближенного значения нашего двойного инте- 
грала мы находим выражение 


У. тьу). 269,0)! 52. 


Заметим еще, что точка (7, у,) может быть выбрана внутри 
криволинейного четырехугольника совершенно произвольно; 
мы выберем ее так, чтобы она соответствовала точке (и, #,) 
соответствующего квадрата. Если и в функцию [ (5,9) мы 
введем новые переменные, то все приближенное выражение 
примет вид 


ра Г [$ (в, 9,5. 6), 6 (9, 5,8). 2(и 9,59) 52, 


где сумма распространяется на все квадраты, входящие 
в состав области 0. Переходя к пределу, мы в качестве 
окончательного результата получаем 


|| Г (1, у) 4х ду == \ Г [$ (в, %), $ (и, 5] [Т| аи 4. 
7: `й 


В качестве примера, рассмотрим переход к полярным коорди- 
натам. В данном случае, 


Х—7 008$, УФ 75 ф, 


и, следовательно, 


“ м 
% № 
№" 


Поэтому, мы получаем формулу преобразования 
ы ие 50 


Применим ее к‘’вычислению интеграла ет Чт, опре- 
“_х> 


деляемого как предел, при › —› с©, интеграла 


| 


Г(х, и) ах ау == [ Ё (+ с05 ф, уз 2) г ат 45. 


” 


-- 


е-= 4х. 


— 6 
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Квадрат этого последнего интеграла можно написать так: 
|4 го 
= иж. \ г \йу. 


“— о Шо 


Это есть, следовательно, двойной интеграл 

е-=--й фт Чу, 

распространенный на площадь квадрата — ря в, 
—р=у=--р. С возрастанием размеров квадрата интеграл 
этот, разумеется, непрестанно возрастает, ибо подъинте- 
гральная функция положительна. Поэтому, интеграл, рас- 
пространенный на квадрат, заключается между двумя инте- 
гралами, из которых один распространен на вписанный, 
а другой — на описанный круг. Радиусы этих кругов суть р 
ирУ2. Вычислим, в первую очередь, эти два интеграла. 
Для этой цели мы введем полярные координаты и находим 
для интеграла, распространенного на круг радиуса Л, 
выражение 


р? 


г Те 
| еп а’ 4% -| [4 | е"таг==т (1— ее"). 
о о 


Поэтому, на основании вышесказанного, интеграл, рас- 
пространенный на квадрат — 7 2 = р, —р=уз-Ьь за- 
ключается между т (1 —е-") ит (1 —е*”.) Если р неогра- 
ниченно возрастает, то обе эти величины имеют пределом пт, 
к которому, следовательно, должен стремиться и заключенный 
между ними интеграл, Таким образом, мы пслучаем 


Р-- © В 
\ г-=* да = т. 


—5 


$ 5. Вычисление объемов. Подобно тому, как обыкновен- 
ные интегралы тесно связаны с вычислением площадей, 
двойные интегралы позволяют вычислять объемы геометри- 
ческих тел. Прежде всего дадим определение объема. Подобно 
тому, как в случае площадей мы пользовались внутренними 
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и внешними многоугольниками, мы в данном случае будем 
рассматривать внутренние и внешние многогранники. Пусть Б 
есть конечная трехмерная область, то-есть совокупность 
точек, обладающая следующими двумя свойствами: 1. Каждая 
точка этой совокупности является центром некоторого шара, 
содержащего внутри себя только точки, принадлежащие 
данной совокупности, и 2. Любые две точки этой совокуп- 
ности могут быть соединены непрерывной кривою, все точки 
которой принадлежат данной совокупности. Пусть тогда р 
означает какой-либо многогранник, целиком лежащий внутри 
области В, а Р— какой-либо многогранник, целиком содер- 
жащий область В внутри себя. Пусть { есть верхний предел 
объемов внутренних многогранников, а ‹/— нижний предел 
объемов внешних многогранников. Если эти два предела 
совпадают, то мы будем говорить, что область В имеет опре- 
деленный объем, равный $—= = 7. 

Введем теперь прямоугольные координаты 2, у, г. Разлагая 
тогда пространство на кубы посредством сети плоскостей, 
параллельных координатным плоскостям, мы можем, подобно 
тому, как в первом параграфе настоящей главы мы опре- 
делили двойной интеграл, определить теперь тройной инте- 
грал, распространенный на область В, от некоторой непре- 
рывной функции { (х, у, 2): 


ре? 


| Ё (=, Ч, 2) ах ау 42. 
"В 


В частности, объем области В выражается интегралом 


| ал ду аг. 


в 


Мы теперь укажем некоторые способы, служащие для 
вычисления этого объема, а также, шиба $ шипа, для 
вычисления тройных интегралов вообще. Все эти способы 
в основе своей имеют одну и ту же идею разложения данной 
области на слои, и все они пользуются сведением тройного 
интеграла к ряду обыкновенных или двойных. 
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Идея слоистого разложения основана на некотором 
особом выборе внутренних и внешних многогранников. 
Напомним, чтобы указать на аналогию, что площади двух- 
мерных областей определенного вида мы находим при 
помощи обыкновенных интегралов 


» 
Г (2) аз, 


- а 


и что путь этот основывался на выборе ступенчатых много- 
угольников для аппроксимации данной области. При этом, 
мы все прямоугольники, соответствовавшие одной и той же 
ступени, соединяли в группу, так что в дальнейшем оста- 
валось только произвести суммирование по этим группам 
(ступеням). Нереходя к пределу, мы при этом получали 
обыкновенный интеграл. Эту основную идею мы теперь 
должны применить к вычислению объемов. 

Рассмотрим сперва непосредственное распространение 
только что описанного процесса на трехмерную область: 
Пусть над некоторой областью В координатной плоскости #, у, 
имеющей определенную площадь, дана поверхность & = (л, у), 
где функция /(х,у) предполагается непрерывной. Тело, 
объем которого требуется вычислить, ограничено коорди- 
натной плоскостью (х, у), расположенной над областью В 
частью данной поверхности (мы допустим, что #==[ (а, у) >0 
в этой области), и, с боков, перпендикулярами к пло- 
скости (2, у), восставленными из всех точек границы области В 
и продолженными до встречи с данною поверхностью. Рас- 
смотрим какое-либо разбиение пространства на кубы. Тогда 
будет естественно соединить все кубы, расположенные над 
одним и тем же квадратом плоскости (х, у), в одну колонну, 
высотою которой будет, следовательно, одна из ординат 
нашей поверхности. Если Ах, Ду, суть стороны взятого 
квадрата, то объемом многогранника будет являться сумма 


у, Аж, АУ, (гр У). 
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Переходя к пределу, мы видим, что объем изучаемого 
тела выражается интегралом 


\\ Г (<. у) ах ау. 
"В 

Этот интеграл можно далее, посредством способов. изло- 
женных нами выше, привести к обыкновенным интегралам. 

В другом случае, который нам предстойт теперь рассмо- 
треть, это приведение совершается еще более непосредствен- 
ным путем. Это есть случай, когда мы имеем тело вращения. 
Пусть кривая #=={(2), лежащая в координатной плоскости 
(х, 2), вращается около оси 2-ов, образуя при этом некоторую 
поверхность вращения. Вместе с плоскостями #=4 и 2=6, 
параллельными координатной плоскости (х,9), эта поверх- 
ность ограничивает некоторое тело, объем которого мы ста- 
вим себе теперь целью вычислить. 

Для этой цели мы применим в новой форме все ту же 
идею расслоения. Плоскостаями г == Сонзё. мы разложим дан- 
ное тело на слои высоты Аг.. Рассмотрим, напр., слой, лежа- 
щий между 2, и 2. Р Ал.. Сечения тела плоскостями 2; и 2,-|-А2; 
ограничены окружностями, радиусы которых суть Ё(2) и 
Г (2. А2). Пусть т, и М; соответственно означают наи- 
меньшее и наибольшее значения функции [(2) в интервале 
2 =2=2--А2,. Тогда объем выбранного слоя заключается 
между птзАа, и М: Аг. В силу непрерывности функции 
(©), этот объем должен равняться п[/ (2;)]?А2, где 2; есть 
некоторое число, заключенное между 2; и 2,-|-А2. Объем 
всего тела вращения мы получим, складывая между собою 
объемы всех отдельных слоев, что дает нам 


ут У) Мела», 


Наконец, заставляя высоты отдельных слоев стремиться 
к нулю и переходя к пределу, мы получаем, по самому опре- 


делению интеграла, 
35 


Р=п [#2 (2) аг. 


-а 
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Непосредственно ясно, как можно применять этот способ 
и к телам более общего вида, если только мы умеем оцени- 
вать объемы тех слоев, на которые разбивается тело систе- 
мою параллельных плоскостей. Пусть, напр., нам дано тело 
произвольного вида, при чем требуется найти объем его 
части, заключенной между плоскостями 2=4и 2==6. Пусть 
сечение данного тела плоскостью г==* имеет площаль -7 (3), 
при чем + (2) есть непрерывная функция от 2 в интервале 
а<2=. Рассмотрим снова слой данного тела, заключенный 
между плоскостями 2=2; и 2==2,-|-А2„ и пусть снова т, и 
М, соответственно означают минимум и максимум функции 
(2) в этом интервале. Тогда нам надо только показать, что 
объем выбранного слоя заключается между т, Аг; и М,4А2.. 
В предшествующем случае это было очевидно, ибо взятый 
слой целиком содержался внутри цилиндра с наибольшим 
основанием и содержал целиком в себе пилиндр с наимень- 
шим основанием. В данном случае, когда сечения нашего 
тела плоскостями 2 = Соп8$. имеют какую -угодно форму, это 
уже не является очевидным. Вепомним самое определение 
объема. Разложим часть пространства, заключенную между 
плоскостями 2=2; и 2=2,--А2,, на прямоугольные паралле- 
лепипеды и с помощью их будем строить внутренние и внеш- 
ние многогранники. Рассмотрим какой-либо внутренний много. 
гранник. Ясно, что всякою плоскостью 2== (2, = 2-42) 
он пересекается по некоторому многоугольнику, который со- 
ставляет часть одного из сечений данного тела, и потому 
имеет площадь меньшую, нежели ЛЕ. Отсюда непосред- 
ственно следует, что объем любого внутреннего много- 
гранника выбранного нами слоя менее, нежели М,42.. 
Подобным же образом мы убедимся, что объем любого 
внешнего многогранника превымает м,42. Объем самого 
слоя должен, следовательно, заключаться между этими пре- 
делами, являясь одновременно верхним пределом для объ- 
емов внутренних многогранников и нижним пределом для 
объемов внешних многогранников. В силу непрерывности 
функции «7 (2), объем этот, следовательно, равняется (2; ) Аг, 

' 


где 2’. есть некоторое число интервала 2.3252, Ат, 
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Складывая объемы отдельных слоев, мы видим, что объем 
тела равен 


№ (2) А 25 


а отсюда, заставляя высоты слоев стремиться к нулю и пере- 
ходя к пределу, получаем 


2 
== «9% 


а 


Результатом этого рассуждения является, таким образом, 
следующее предложение, которое обычно называют принципом 
Созайе"й и которое применялось задолго до систематического 
построения интегрального исчисления. Два тела, заключенные 
меюду двумя параллельными плоскостями и пересекаемые любою 
плоскостью, параллельною этим двум крайним, по двум фичрам 
одинаковой площади,—такие два тела имеют одинаковый объем. 
Доказательство этого предложения читатель может построить 
самостоятельно, пользуясь вышеприведенным процессом, слу- 
жащим для вычисления объемов. 

Заключим этот параграф рассмотрением нескольких яри- 
меров. Пусть требуется вычислить объем эллиясоида 


1? 4/2 7:2 
вы То | 


Сечение этого тела плоскостью 2==:5 есть эллипе 


22 
ъ 


12 92 
ая 


6? ? 


площадь которого по известной нам формуле равна 


#2 
9 = 1%). 


[р 


Объем эллипсоида, следовательно, равняется 


ое > 
У —па5 (1 --. =) Я: = дойс. 


к -ех 


$ 6. Площадь области, взятой на кривой поверхности 115 


4 
В частности, для шара радиуса г мы получаем 3". 


В качестве второго примера рассмотрим объем тела, ко- 
торое шар вырезает из цилиндра. Пусть уравнение цилиндра. 
будет 2? -|- у? ==/?, а уравнение шара 22 -|- у? -|- 2? == А*. Чтобы 
шар пересекал поверхность цилиндра, мы должны допустить, 
что В`>г. Чтобы вычислить объем этого тела, мы разделим 
его на две части, из которых первая расположена выше 
плоскости (29), а вторая-—ниже. Ясно, что объемы этих двух 
частей одинаковы. Для каждого из них мы находим выра- 
жение в виде интеграла 


= 22—12? аду, 
распространенного на площадь круга 2?--у?==7?. Есте- 
ственно ввести полярные координаты, в результате чего 
этот объем получает вид 


[а [вив-р- ти —Ув-Я 


ый 


вследствие чего объем всего тела равен 
4 ЕВЕ 
т (8 — (И). 
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Мы начнем с некоторых замечаний относительно касатель- 
ных плоскостей и нормалей к поверхностям. Пусть некоторая 
кривая в пространстве задана параметрическим представле- 
нием х—0 (0), у=Ф(9), 2=#(0). В точках, подлежащих 
нашему исследованию, мы будем предполагать все три функ- 
ции дифференцируемыми и не все три производных равными 
нулю. Касательною к этой кривой в точке (&1,5;0.) мы 
будем называть прямую 2 ==$-- №9’ (®,), у=\--АФ' (®,), 2=6- 
НАХ (©), при чем через ® мы обозначаем параметр. Уравне- 
ния эти мы получаем, заставляя сливаться в точке &, т, & 
две точки пересечения нашей кривой с какой-либо хор- 
дою. В самом деле, параметрическое представление хорды, 
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пересекающей кривую в точках, соответствующих значениям 
параметра ®, и ®,--Аь, имеет вид 


в Ло } 


при чем этим двум точкам соответствуют значения параметра 
^=0и }.=Ао. 

Пусть (5,1, 5) есть какая-либо точка поверхности {(2,у,2)==0, 
и пусть = (9), уУ=% (0), 2г=Х(®) есть какая-либо лежа- 
щая на этой поверхности кривая, проходящая через точку 
(1,5) при ® =®,- Пусть при этом функция [(х,у,2) в не- 
которой окрестности точки (1,5) имеет частные производ- 
ные [.,Г,,Г» и эти производные не обращаются в нуль одно- 
временно. Тогда можно показать, что касательные ко всем 
лежащим на данной поверхности кривым, проходящим через 
точку (1,5), проведенные в этой точке, лежат в одной 
и той же плоскости. Эту плоскость мы будем называть ка- 
сательною плоскостью к поверхности в точке (&, 1,5). Урав- 
нение ее есть 


7.(#—@) Еф, — 5) =0. 


В самом деле, подставляя в это уравнение координаты 
какой-либо точки одной из касательных к кривым, лежа- 
щим на поверхности и проходящим через данную точку, 
т.-е. полагая 


ЖА (©, уп (Е = И (,), 
мы получаем 
фед -НАР, о АГ, (р. 


Это выражение равно нулю; в самом деле, так как наша 
кривая лежит на поверхности, то при любом значении ® мы 
имеем /[Ф (0), $ (0), #(®)|=0; дифференцируя же по ® все 
члены этого соотношения, мы получаем действительно 


Г) НГ { 0) -- Г. К (0) = 0, 


& 6. Площадь области, взятой на кривой поверхности 177 


Тем самым мы показали, что касательные ко всем кри- 
вым, проходящим через данную точку и лежащим на поверх- 
ности, действительно лежат в одной плоскости, которая 
выражается написанным нами выше уравнением. 

Прямая. проходящая через точку (5, т,&) перпендикулярно 
к касательной плоскости, называется нормалью поверхности 
в этой точке. Следовательно, обозначая через Х, в, у соот- 
ветственно углы, образуемые нормалью с осью =-ов, у-ов и 
2-ов, мы имеем 


О со. в — о ЙЬ д, 
ИЕ РНЕЕЬ 

608 У—= ——— ОО 

ИРА Е: 


Чтобы выбрать на нормали определенное направление, 
мы условимся считать всегда положительным радикал, стоя- 
щий в знаменателях этих выражений. 

Мы переходим теперь к теме, составляющей задачу на- 
стоящего параграфа, а именно к вопросу о величине пло- 
щади той или иной области, выбранной на кривой поверх- 
ности. Эту площадь мы можем определить подобно тому, как 
мы определяли длину дуги плоской кривой. Правда, в дан- 
ном случае сказывается в еще более сильной степени одно 
затруднение, с преодолением которого нам и там пришлось 
иметь дело. Подобно тому, как там мы определяли длину 
дуги, как предел длин вписанных ломаных, так и здесь мы 
будем аппроксимировать искомую площадь поверхностями 
многогранников. 

Но как в прежнем случае мы не могли брать для этой 
цели произвольные ломаные, так и тецерь мы лишены воз- 
можности пользоваться произвольными многогранниками. 
Так, напр., мы видели, что если вместо ломаных, составлен- 
ных из хорд, мы станем брать стхупенчатые, то в качестве 
предела мы никоим образом не получим длины дуги; ибо 
сумма звеньев ступенчатой ломаной, как непосредственно 
видно на черт. 15 (стр. 83), всегда равна сумме катетов 
большого прямоугольного треугольника. 


Дифферевциальное и интегральное исчисления. 9. И. 1 
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Преимущество ломаных, составленных из хорд, перед 
всякими другими в деле аппроксимации длины дуги можно 
усматривать в том, что в случае такой ломаной не только 
вершины ее, а, следовательно, и все другие точки, близки к 
кривой, но и направление звеньев ломаной близко к на- 
правлению кривой. В этом случае нам удалось почти бессо- 
знательно преодолеть только что разъясненное затруднение 
благодаря тому, что эти ломаные, составленные из хорд, 
как бы естественно напрашивались нашему вниманию. В том 
определении, к которому мы сейчас переходим, мы будем с 
самого начала учитывать это затруднение. 

Пусть уравнение поверхности дано нам в виде г = Ех, у). 
Пусть функция /(х, у) имеет непрерывные частные производ- 
ные во всех точках области С, содержащей внутри себя не- 
которую область В, которую мы предполагаем имеющей опре- 
деленную площадь. Мы предпримем разбиение области В на 
треугольники, подобное тем разбиениям на прямоугольники, 
какие мы производили для вычисления двойных интегралов. 
Над каждою вершиной такого треугольника лежит опреде- 
ленная точка поверхности, и над каждым треугольником— 
определенный криволинейный треугольник, вырезанный на 
данной поверхности. Через вершины этого последнего мы 
проведем плоскость, и рассмотрим лежащий вэтой плоскости 
треугольник, расположенный над выбранным треугольником 
области В. Если это построение мы выполним для всех тре- 
угольников, на которые разбита область В, то мы получим 
некоторый многогранник, вписанный в нашу поверхность, 
грани которого образуются построенными нами плоскими 
треугольниками. Однако, совершая разбиения все более мел- 
кие, мы не можем быть уверены, что нормали к граням по- 
строенного многогранника будут по направлению неограни- 
ченно приближаться к нормалям, проведенным к поверхности 
в близлежащих точках. Это станет ясным, если мы себе пред- 
ставим, напр., что наша поверхность пересечена плоскостью. 
наклоненною почти под прямым углом к координатной плос- 
кости (5, 7). и вершины треугольника выбраны на линии 
пересечения. 
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Мы поэтому должны выбирать наши многогранники так, 
чтобы нормали к их граням по направлению неограниченно, 
и притом равномерно по всей области В, приближались к 
нормалям соответствующих близлежащих точек поверхности. 
Пусть А есть один из треугольников произведенного раз- 
биения, пусть далее (+, т) есть любая точка этого треуголь- 
ника. Обозначим через з острый угол между нормалью к 
поверхности в точке [4, т, /($, п)] и нормалью к той грани 
построенного многогранника, которая расположена над тре- 
угольником А. Пусть мы теперь имеем какую-либо последо- 
вательность разбиений на треугольники, удовлетворяющую 
тем требованиям, какие мы налагали на четырехугольные 
подразделения при определении двойного интеграла. Тогда, 
следовательно, мы хотим потребовать. чтобы любому поло- 
жительному числу = можно было поставить в соответствие 
такое число и(=), что для всех треугольников любого рас- 
биения нумера п_>> я(&) мы имели бы т<.:. Мы будем, следо- 
вательно, предполагать, что это условие выполнено. Заметим 
без доказательства, что достаточно предположить все треуголь- 
ники, на которые разбита область В, остроугольными, чтобы 
удовлетворить поставленному требованию. 

Обозначим через А нлоцадь треугольника того же наиме- 
нования. Обозначим через » угол, образуемый с осью 2-ов нор- 
малью к поверхности в точке [5, , #(&, *)]. Выше мы видели, что 


1 
Е 
Обозначая через У соответствующий угол, образуемый 
с осью 2-ов нормалью к грани многогранника, мы должны, 


следовательно, иметь, что для всех треугольников любого 
разбиения нумера »_> (5) 
1 1 
Е Г - т, ЕЛ . < 3, 


05“ 0$ * 


(08 у — 


где 3— любое наперед заданное положительное число. Пло- 
щадь грапи нашего многогранника поэтому равна 


Е. 
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а поверхность всего многогранника выразится, следовательно. 
формулой 
1 
у деи 
08% 


где суммирование производится по всем треугольникам дан- 
ного разбиения. При переходе к пределу. первая сумма 
стремится к интегралу 


|ИГЕРЕЙ 42%, 


распространенному на область В. Вторая же сумма по абсо- 
лютному значению не превышает с-7, где У есть цлощадь 
области В, и, следовательно, стремится к нулю, ибо с может быть 
выбрано сколь угодно малым, если разбиение взято достаточно 
мелкое. Таким образом, написанный интеграл выражает собою 
тот предел, к которому стремится поверхность построенного 
многогранника при неограниченном дроблении области В. 

Прежде чем обратиться к рассмотрению примера, мы за- 
метим себе еще формулы, касающиеся того случая, когда 
поверхность задана параметрическим представлением. Пусть 
это представление задано посредством соотношений 


фи, 2), У-=У (и, 5), 2==2(и, 3). 


При помощи первых двух из этих соотношений мы вве- 
дем в наш интеграл новые переменные и, т. Если та же по- 
верхность выражается уравнением г=/(х, 9), то мы найдем 


Е нЕ СО га 
А: Г боб» =: и, 5, 


Но, с другой стороны, 
1—2, Ня’, О==жи, ху, 


и 


0 = Уи, я У? 1 ее: У.и, + 9. 
Отсюда 


где 
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Таким образом, мы получаем 


=; 2, а 2. ее 2%, лы 2 ы 
Е — УЛ ? 1% ы Г) 
Отсюда следует, что 
е- = (Е@ — ЕР), 


где 
Ее у бу, 


и 


И 


Искомая площадь, таким образом, выражается интегралом 


ИЕ ди 4ь, 

р 

распространенным на область тех точек плоскости (и, 5), ко- 
торым соответствуют точки выбранной нами части поверх- 
ности. 

Однако, последняя полученная нами формула справед- 
лива не только для тех поверхностей, для которых она 
нами доказана, но и для всех поверхностей, допуска- 
ющих параметрическое представление, хотя бы они и не 
могли быть выражены уравнением вида 2=/(х, 9) с одно- 
значною функцией {. Касательно доказательства этого 
предложения мы отсылаем читателя к более пространным 
руководствам. 

В качестве простого примера, рассмотрим сферу 2? -{ уз-|- 
--22—=?. Вводя полярные координаты, мы получаем для 
параметрического представления сферы 


х==7 05 $ 6054, У==7 608 9 5т 9, 2—5 д. 
п п 
При этом $ изменяется от—5 до -- 5, афот 0 до 2п. 


Поэтому, поверхность сферы равна 


0 = "ав . т 12 сов 9 == 42. 
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8 1. Ряды с комплекеными членами. Мы предполагаем, 
что читатель знаком с действиями над комплексными чис- 
лами. Для точного обоснования этих действий мы отсылаем 
к руководствам арифметики или теории функций. Мы огра- 
ничимся лишь несколькими замечаниями, имеющими целью 
подготовить последующее. 

Для геометрической иллюстрации комплексных чисел 
2==2--й мы пользуемся прямоугольною системой коорди- 
нат (х, у) на плоскости, и принимаем за изображение ком- 
плексного числа а==4-|-13 точку с координатами =, у=8. 
На ряду с этою точкой мы рассматриваем вектор, имеющий 
начало в точке 2=0 и конец в точке г2-—=а. Действительная 
часть и коэффициент при $ в мнимой части данного ком- 
плексного числа суть, следовательно, с одной стороны, ко- 
ординаты изображающей это число точки, а с другой-—-ком: 
поненты соответствующего вектора. Длина этого вектора 


„И а2-|- В? равна модулю данного комплексного числа. Угол Ф, 
образуемый этим вектором с положительным направлением 
оси =-0в, называется аргументом данного числа. Компо- 
ненты, очевидно, выражаются формулами 


&==7 0054, В=РЫШ 3. 
Отсюда 
2==Р (608 9-25 $). 


Нетрудно теперь проследить, каким образом геометри- 
чески иллюстрируются различные действия над комплекс- 
ными числами. Так как 


Ч —- ао == а -+ 3. + : (В, и 8»), 
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то сумма а, - а, изображается противолежащею началу коор- 
динат вершиною параллелограмма, изображенного на черт. 24, 
или, соответственно, вектором. проведенным из начала к 
этой вершине. Черт. 25 показывает нам геометрический смысл 
вычитания. Так как далее 


то модуль произведения равен произведению модулей сомно- 
жителей, в то время как аргумент произведения получается 


Черт. 24. Черт. 25. 


сложением аргументов сомножителей. Отсюда мы в част- 
ности получаем 
27 == 7" (608 их -|-  эщ 75). 


Аналогичным образом мы находим 


7. Е 
7 сов (4, — 0-Е, — 4) 


> 


Далее, черт. 24 показывает, что аа, ='а!-- а. ,, 
т.-е. что модуль суммы не превышает суммы модулей сла- 
гаемых, ибо сторона треугольника, вообще говоря, менее 
суммы двух других сторон, и совпадает с нею только в том 
случае, если оба вектора одинаково направлены. Подобным 
же образом мы находим, что а -- а, =!а,|—!а.'. 

Рассмотрим теперь последовательность комплексных чи- 
сел 31, $... и постараемся распространить на область ком- 
плексных чисел понятие предела. Мы будем называть число у 
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пределом взятой последовательности и писать $—= Нт з,. 


—хл 


®) 


если для любого = можно найти такое число №:), что 
3 —$, |<«.= при условии н > №3. 


Таким образом, все числа взятой последовательности, на- 
чиная с некоторого, лежат в этом случае внутри круга ра- 
диуса =, имеющего точку $ своим цевтром. 

Общий принции сходимости может быть распространен на 
новую область в следующей форме. Взятая нами последова- 
тельность имеет предел в том и только в том случае, если 
для любого можно найти такое №2), что 


184ш-— 5, «3, Коль скоро п > №) и т=0. 


Необходимость условия вытекает из самого понятия пре- 
дела, ибо при существовании последнего, начиная с некото- 
рого #, 5„.„ и $, отличаются от этого предела менее, нежели 


2 
на 5. Это дает нам 


се н 5„ |= бат си == ЯН, —8 <. 


ее условия усматривается из принципа си- 
стемы стягивающихся интервалов. В самом деле, полагая 
5, =а,--#®,, мы при п > №2) имеем 


[Е И а 


откуда следует, что последовательности чисел а, и, стре- 
мятся к определенным пределам. Полагая Нш о, =а и 


9—0 


Ит 6,=6, мы получаем 


— 
И $. ==5==а--й. 
9—0 
В самом деле, при »`> М=) мы имеем 
‚а—а, <= и [6—6 <ь 
а следовательно, 


[5—5 = (аа) 16 — В а--а,|--|6—6, |< 2. 
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Применяя все сказанное к частичным суммам $, бесконеч- 


а 
ного ряда У, а, с комплексными членами, мы получаем опре- 
деление и признаки сходимости таких рядов. Ряд называется 
сходящимся, если частичные суммы стремятся к определен- 
ному пределу; ряд сходится тогда и только тогда, если для 
любого = найдется такое (г), что |5„.„— „|< при усло- 
вии "> М№:) и т-0. Отсюда, напр., легко заключить, что 
модули членов сходящегося ряда ограничены в своей сово- 
купности и стремятся к нулю. 

Практически важнейшим принципом, позволяющим уста- 
навливать сходимость рядов, здесь также является принц 
сравнения рядов. 

Пусть а. | а, -|---- есть сходящийся ряд с положитель- 
ными членами, частичные суммы которого мы будем обозна- 
чать через 5„; пусть далее при любом п мы имеем 


| ГА | =. а. 


В таком случае и ряд В 6,--... с чаетичными сум- 
мами 5, будет сходящимся, ибо 


Ь,.- и. т. 


В частности, полагая а,=|6,|, мы видим, что ряд заве- 
домо будет сходящимся, если сходится ряд модулей его чле- 
нов. Такой ряд называется абсолютно сходящимся. 

Правила сложения, вычитания и перемножения рядов 
непосредственно распространяются на абсолютно сходящиеся 
ряды с комнлексными членами. 

Если ряд с комплексными членами сходится, то в отдель- 
ности сходятся ряды действительных и мнимых частей его 
членов, и обратно, из сходимости этих двух рядов вытекает 
сходимость первоначального ряда. В самом деле, пусть 
напр., Шо $, ==8, за и з=а,-1-6,. Из [8$—8,|<: 

> 
следует |а—а,| <= и Ь—6, «<: Подобным же образом, 


из Ши а, =аи Ни $,=—6 мы заключаем, что 
миа ®. 8 ®— 


Нт (а,--26,)=а#. 


пи 


г | 
18 = 


п-т 
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Если ряд сходится абсолютно, то ряды действительных 
и мнимых частей его членов также сходятся абсолютно; 
и обратно, из абсолютной сходимости этих двух рядов сле- 
дует абсолютная сходимость первоначального ряда. В самом 
деле, пусть данный ряд есть 


! ! | | 
ага... та, +.) 


и пусть а„=А,--В,. Тогда |а„| *== 4 -Р В+, 
тельно, 4? ==|а„|? — В", откуда |4,|-=|а,|. Модобным же 
образом '!В,„|= а;|. Наконец, [а,:=!4,„,--|В,|. 

Среди функциональных рядов особую важность пред- 
ставляют ряды степенные. Для них имеют место следующие 
предложения. Если ряд %(2) =а, | а,2--... сходится при 
2==2,, то Фн будет сходиться абсолютно при всех значе- 
ниях 2, модули которых менее, нежели |2,|. Доказательство 
может быть дословно списано со стр. 99. В данном случае 
это предложение приводит нас к понятию крушю сходимости, 
подобно тому как ранее оно позволило нам установить 
понятие интервала сходимости. В самом деле, предложение 
это можно формулировать так: существует такое положи- 
тельное число В, что при |2|<В ряд сходится абсолютно, 
а при |2| > В расходится. При :2|= В здесь, как и в про- 
шедшем случае, не может быть высказано ничего опреде- 
ленного. 

В любой области, цеяиком лежащей внутри круга сходи- 
мости, ряд сходится равномерно. Ибо всякая такая область 
целиком содержится в круге, концентрическом с кругом 
сходимости, но меньшего радиуса; вследствие этого, мы здесь 
такжэ дословно можем применить доказательство стр. 99—100. 
Функцию [ (#) мы называем непрерывною в точке а, если она 
определена в некоторой окрестности этой точки, и если 


и, следова- 


„|. 


Шт Г (2) ==Ё (а) %. 


2-Я 


1) Мы пишем 4--П0 [(2), еслы для всякого положительного = най- 


2—4 


дется такое 5(:), что |{(2)—А|<*, коль скоро |г-—- а[<68(:). 
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Таким образом, функция, представляемая степенным ря- 
дом, непрерывна в каждой точке внутри круга сходимости, 
ибо ряд сходится равномерно в некоторой окрестности такой 
Точки. 

Примеры: Так как ряды 


И а ЩЕ. 
= 1-2 21 т... И 22 — М -[... 


сходятся для любых действительных значений 2, то они 
будут абсолютно сходящимися и при всех комплексных зна- 
чениях г, и представляемые ими функции непрерывны во 
всей плоскости комплексного переменного. Далее, мы имеем 


всюду 
с — 082 25т2, 


если обе функции мы определим для комплексных значений 
переменного при помощи соответствующих им степенных 
рядов. Круг !2'==1 является кругом сходимости для ряда 


22 


105 (1 п 55 |... 


Не всякий степенной ряд имеет круг сходимости 
с радиусом отличным от нуля. Так напр.: ряд 
фу з- 21 22-3! 23--... 
расходится при любом 2520. В самом деле, в противном 
случае он должен был бы сходиться при некотором положи- 
тельном значении 2, напр., 2=а, что невозможно, ибо отно- 
шение двух соседних членов ряда 


а 2142-3143 =... 


есть (^-- [а и при любом «`>0 неограниченно возрастает 
вместе с м. 

Коэффициенты степенного ряда могут быть выражены 
через значения изображаемой рядом функции на какой-либо 
кривой, целиком расположенной внутри круга сходимости: 


ыхр чисел 
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рассмотрим здесь тот случай, когда эта кривая есть круг, 
концентрический с кругом сходимости. Самых формул мы вы- 
водить не будем, но ограничимся лишь оценкою коэффи- 
циентов, принадлежащей СацеВу, и которая нам в дальнейшем 
понадобится. С этою целью рассмотрим степенной ряд 


= Ета, 2... 


и круг |2|=», лежащий внутри круга сходимости этого ряда. 
Возьмем интеграл 


где мы предполагаем, что вместо 2 подставлено его выражение 
я (сов ф-- 2 т 9). При этом 


Ре == Ре) Реже ие...) ша +...). 
При перемножении мы получаем члены вида 
Ч аи!" (608 о Е 2 9т п) (608 тф — #81 70) = 


==а,а„т”*" [608 (п — т) зщ (в — т) 3]. 

Интегрируя такой член от 0 до 2тп, мы получаем нуль, 
если п-ёт (см. стр. 10). При »=—т значение интеграла 
будет 2п|а„'2”2". Таким образом, мы находим 


:82: 
| И (2) ат [а Та... --...}. 


* 


С другой стороны, обозначая через ДГ наибольшее зна- 
чение модуля функции /(2) на круге '2|==, мы имеем 


[ (=) 240 = 21 4. 
.п 
Отсюда 


Ган... и" --.. = 8. 
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Каждый из членов написанного ряда менее, нежели 
сумма их, и, следовательно, менее, нежели 4/2, Отсгода 
мы получаем 


Это и есть искомая оценка. В частности, если внутри 
всего круга сходимости, радиус которого мы обозначим 
через В, мы имеем |/(2)} = М, то, переходя к пределу, 
мы получаем лучшую оценку 


Это составляет теорему Сажеву о коэффициентах степен- 
ного ряда. 

$ 2. Аналитичеекие функции. Пусть в некоторой области 
плоскости комплексных чисел определена однозначная 
функция [(2) комплексного переменного =. Пусть а есть 
какая-либо внутренняя точка данной области; функцию 
Р(2) мы будем называть аналитическою в этой точке, если 
существует степенной ряд 


Зе @=щ-а(2—а-..., 


сходящийся к функции [ (2) в некоторой окрестности точки а. 
Вскоре мы будем иметь случай убедиться, что не всякая 
функция комплексного переменного является аналитической. 
Однако аналитические функции обладают многими отличи- 
тельными свойствами, которые объясняют, почему мы выде- 
ляем и рассматриваем именно такие функции. 

Текоремл [. Функция {1 (2., изображаемая степенным рядом 


Зе-=щ-- а (е—а)-..., 


является аналитической в каждой тонке 6, лежчщей внутри 
кри стодимости. 

Мы должны, следовательно, показать, что существует 
степенной ряд (2—6), сходящийся в некоторой окре- 
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стности точки 6 и такой, что во всех точках этой окре- 
стности 4, (г —6) =Р(:). По формуле бинома мы имеем 


(: — а)" ==( — “)" — ива В нев. 


Применяя это разложение к отдельным членам ряда 
(2 — а), мы получаем 


(2) == в-= а, $ — а) а, ®—а)? На: (6 —ч—... 
На (2—6) + 24. $ —а (2 — 6) 3а:6—*@е—в)-—. .. 
На, (2 — 6} —-3а,(®—ч)(#—6)--... 


На (#2 — В... 


Суммируя этот двойной ряд, мы покуда должны придер- 
живаться определенного порядка его членов. Каждый столбец 
надо суммировать в отдельности, а затем уже полученные 
суммы следует сложить между собою. Но ряд, который 
мы получим из написанного, заменяя в нем каждый член 
его модулем, будет сходящимся. В самом деле, сумма чле- 
нов #-ю столбца при этом будет ‘а,|.(6—а'-|-: 2—6! )". 
Складывая затем столбцы между собою, мы получаем, следо- 
вательно, 


уе. «+ 2—8 


а этот ряд во всяком случае сходится, если точка 2 при 
надлежит кругу, имеющему центр в точке 6 и помещаю- 
щемуся целиком внутри круга сходимости ряда 4 (г —а). 
Отсюда следует, что существует такое число п (=), что 
сумма каких угодно и скольких угодно членов нашего двой- 
ного ряда, следующих за первыми »(=) столбцами, будет 


Е 52 
менее нежели -5.. Ибо так обстоит дело для ряда модулей, 


а следовательно, и подавно — для нашего ряда. Веледствие 
этой причины, сумма любого числа „> п (=) первых строк 
нашей схемы отличается от суммы „ первых столбцов менее, 


со 


нежели на -.-. Но, с другой стороны, сумма я первых столбцов 
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ро 


менее чем на.) отличается от сфимы всего ряда (всех 
столбцов). Поэтому сумма 5, первых › строй отличается 


от (2) менее, нежели на з, т.-е. /{2)— „|<: при условии 
„>п (=). Поэтому мы имеем 


И Ее ..., 


и ряд этот сходится в некоторой окрестности точки 2=5. 
ТЕОРЕМА []. Функция [(2) дифференнируема в каждой 
точке #—а, в которой она является пналитической. 
При этом мы называем функцию /(2) дифференцируемой 
при ==, если существует производная 
Ч и Ге —Г®. 


а А:—0 Аг 


Мы должны, следовательно, показать, что производную 
имеет тот степениой ряд, посредством которого мы предста- 
вили функцию / (2). С этою целью мы покажем, что стененной 
ряд всегда имеет производную в любой точке, лежащей 
внутри круга сходимости, и что производная эта равна сумме 
производных отдельных членов ряда. 

ДоклАзаАтТЕЛЬСТВО: 1. Функция 2^ при целом положи- 
тельном » — аналитическая во всей плоскости, ибо степенной 
ряд ее при 2—0 состоит из единственного члена 2", а при 
2—=а получается из соотношения 2"-==[а-! (+ —а)]* при по- 
мощи формулы бинома, и состоит из конечного числа чле- 
нов. Функция 2”, далее, дифференцируема. Ибо совершенно 
как в области действительного переменного мы имеем 


#-|- А2)" — =" (п —1 5 
ви —==1 (2 -- Дг)"—1 | гв (2--А2)"-2. А... ., 
г. 
откуда — - #2" -1. Функция 12", где а — любая постоянная 


величина, также есть функция аналитическая и дифферен- 
цируемая. Отсюда следует, что аналитической и дифферен- 
цируемой будет всякая целая рациональная функция. 
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2. Пусть Га) =щ-на:-а,2?--.... Из рассуждений 
стр. 107 мы можем заключить, что ряд производных 1, (2) = 
= --2а, 2... имеет тот же круг сходимости, что и ряд 


для функции { (2). Положим 


5, (2) == -Н а; (2)... На, =” 
и 
Е (г) = С (г) + В, (2). 
Тогда 
2. (2-- 42) — В, (2) =: Аг [(2- Аз... 


а, А [(2 Г А"... -..., 
и, следовательно, 


В, (#-- Аг) — В, (2) 
Аг 


На 2) Са 4)... 
В самом деле, в первой квадратной скобке, напр., мы имеем 
Геза" ре (ему... 
< а: дя "Набат Ае 2.“ 


«аа (#1) (81-19 


а это, в свою очередь, 
< Ца-!А=)* -- (а --1Аа]) (| -Е14г )" 2... Еве. Ая)", == 
= (и 1) (21-Е, А21)*. 


Аналогичным образом мы поступаем с оценкою и во всех 
других членах. Полученная таким образом оценка производ- 
ной А,(2) дает нам выражение, совпадающее с остатком 


ряда 
[4 21а, (а 4 4)-.... 


Но это есть ряд модулей членов ряда /, (|2;-- [52], и, 
следовательно, сходится равномерно во всякой области, цели- 
ком лежащей внутри круга сходимости. Возьмем 2 внутри 
этого круга и выберем `А:| столь малым, чтобы |=|-- [Аг 
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= = -- Е = 


тоже лежало внутри этого круга. Тогда можно выбрать такое 
п (=), что остаток, при > п (=) и для всех еще меньших | 42 |, 


: 


= 


будет менее произвольно заданного положительного числа 


Начиная с этого я, мы будем иметь 


| В, (2-Н 42) — В, (2) = 
| 2 а: 


Это п мы будем в дальнейшем считать неизменным. 
Но 


(2-2) —Г(2) _ 5, @-4)—5,(@) , Ве 4)- 1, (2) 
Аз к Аг Е Аа 


Далее мы выберем такое число № (=), что при |А2!<#() 


5, (#-- Аа) — 5, (2) 


8, (8) — А2 


<5. 


Таким образом, при выбранном постоянном п и при | Аг, < #(=) 
мы имеем 


НИИ <, е-& О 


А 


идя. --| Е 


А 


<3.5. 


Так как 3 произвольно мало, то отсюда следует, что 


Р (2) = В (2) =а, 22а, 2- -.- 


Рассуждения проводятся совершенно тем же путем, если 
данный ряд расположен по степеням #— а. 

ТЕОРЕМА Ш. Ироизводная аналитической функции, как мы 
видим, снова веть аналитическая функция. Поэтолу аналитиме- 
ская функция имеет производные всег порядков. Из нашею опре- 
деления следует, что степенной ряд представляет собою аналити- 
ческую функцию в каждой внутренней точке круза сходимоети. 
Так как эта функция имеет производные все’ порядков, то мы 
приходим к следующему предложению. 


Дифференциачьное и нитегральное иечиеления. Ч, И. 13 
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ТЕОРЕМА [\. Каждый степенной ряд служнт рядом Тоу- 
Тот’а для изображаемой им функции, т.-е. из 


Г: (а). 
п! 


Г (2) =, а,(=— а)! следует а, == 


ПримЕЧАНИЕ. То, чт0 мы видели до сих пор, позво- 
ляет построить примеры весьма простых не аналитических 
функций комплексного переменного 2. Так напр., квадрат 
МОДУЛЯ 2, '22==27? -|- У”, не может быть аналитической функ- 
цией от 2, ибо эта функция не имеет производной. В самом 
деле, чтобы убедиться, что дробь 


[2 А? — #2 
42 


не имеет определенного предела при А4з2—›0, мы сначала 
заставим Аг стремиться к нулю по действительным, а затем— 
по чисто мнимым значениям. Таким образом, мы сначала 
полагаем А»==Ах, а затем А2г=—Ау. Если бы существовал 
определенный предел, то в обоих случаях мы должны были 
бы получить один и тот же результат. Но при Аг —=Ах мы 
получаем ь : 
} +. Аж 2—1 
„бт , а = 2х, 
а при \=2—= Ау 


Ш 2-Е АУ) — 2—9 


Ау Ау 2 24. 


Таким образом, функция ‘2’? не имеет производной, а сле- 
довательно, не может быть анзлитической. 

Довавления. Теорема { допускает обращение. Таким 
образом, если функция [ (2) однозначно определена в неко- 
торой окрестности точки г — а и дифференцируема в каждой 
точке этой окрестности, то она может быть представлена 
стененным рядом, сходящимся к ней в некоторой окрестности 
точки г==а. Поэтому при определении понятия аналитиче- 
ской функции мы могла бы, вместо того чтобы исходить от 
степенных рядов, опираться на условие существования про- 
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——_— 


195 


изводной. Такова на самом деле исходная точка теории ана- 
литических функций Сацеву-@ветапг’а, в то время как теория 
Ме!егз6газ5’а отправляется от стененных рядов. 


ПРИМЕРЫ \ЗНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ. Ряд 


сходится, как мы видели, при всех значениях 2 и, следова- 
тельно, определяет собою некоторую аналитическую функцию, 
которую мы будем обозначать через ©. Подобным же обра- 
зом, функции с0$2 и зто мы определим для комплексных 
значений переменного посредством полученных нами для 
этих функций степенных рядов. 

Точно так же мы полагаем по определению 


юЕ (1-Е =#Ь—5 +... 


или, что то же, 


8—1) „— {3 
Е О. п г а 


Для выражений производных мы находим: 


Че 22 , 32 д 

ао, 

ЯАзтЕ 322 | 

26 А ЗЕЕ 08 

4052 ‚ 423 

Я ат ..-——_5Ш 2, 

@1ов (1-2) 22, 3 1. 
Не т з Ва 


В области действительного переменного мы определяли лога- 
рифм как обращение показательной функции, в то время 
как здесь мы определили его при помощи степенного ряда. 
Какова же связь между логарифмом и показательной функ- 
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цией в комплексной области? Мы убедиися, что она остается 
тою же, что и в области действительного переменного. 

Для доказательства этого и подобных ему предложений 
мы теперь проведем следующее рассуждение. 

ТЕОРЕМА У. Если [ (1) и 5(2) суть две анаминические функ- 
чин, то функция Ё [2 (2)| — также аналитическая. 

Пусть, напр., 


(= щ-На, (#—@-.-- и ое) =а Рег... 


В таком случае мы покажем, что функция ЁР(2)=Р [© (2) 
может быть представлена рядом, расположенным по степеням 
переменного 2 и сходящимся в соседстве точки г==0. 

Прежде всего мы, посредством чисто формального вычис- 
ления, установим форму коэффициентов искомого степенного 
ряда. С этою целью на место $ мы подставим ряд (г) в ряд 
{(#) и расположим результат по етепеням 2. Коэффициент 
при 2” при этом получается из коэффициентов только п пер- 
вых степеней выражения $'(2) —а=6,2-..., ибо более высо- 
кие степени этого выражения все содержат множитель 2"11. 
Мы покажем, что этот формально найденный нами ряд схо- 
дится в некотором круге с центром в точке 2=0 и изобра- 
жает в этом круге функцию Р(2). Обозначая через 5„(2) 
сумму " первых членов этого ряда, мы должны, следова- 
тельно, показать, что в любой точке некоторого такого круга 
при достаточно большом я 


[Е (@#)—з„ (2) <,:, 


где г — любое наперед заданное положительное число. Так 
как функция $(2) непрерывна, то мы можем найти такой круг 
с центром в точке #=0, в котором эта функция принимает 
только значения, лежащие в некотором круге с центром 
в точке # =а, целиком помещающемся внутри круга сходи- 
мости ряда [(#), ибо при 2==0 мы имеем 9(2)==а. Пусть 
радиус этого круга есть В. Мы покажем, что полученный 
ряд $ (2) сходится абсолютно в круге |=| = П. и сумма его 
равна Ё(:). 
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Так как ряд 
Её) == а, [91 =2) — “| а, [92 — --... 


сходится равномерно при г =, то можно найти такое 
число #(=), что при т и(:), р>0и 2|=Ё: 


| “т [$(=) еь а" 1 не: и — “и ЧР [9(2) а а" те < $, 


где = — любое нанеред заданное положительное чиело. 


Полагая 
© 


а, [6(2) — ар == @, 2”, 


п—0 


мы написанному неравенству можем придать вид 


со 
|у |оВВ -.- Е: --9 а 2" | <:. 


п—0 


Отсюда, на основании найденной нами на стр. 191 оценки для 
коэффициентов степенного ряда, следует, что, полагая 
побила **`-Н @, Мы будем иметь 


т АО 


аа ры т 


Пусть 
Ж (= ае-Р с? -. 


тогда очевидно с, = Ти ет тп где Зт.и = Ч са Ч п с ры ых бр 


Пусть теперь а есть любое число, для которого а < Е. Так 
как, согласно доказанному, 


|на 4^| а (=). 


со р 
: = 
а" сходится абсолютно, и | у, ти 4" |< Ив. 


71-0 1—0 


то ряд 


7 ‚в 
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С другой стороны, ряд 


© т 


у о „-у ‚0. "|-У о 


#—=0 Е—» 


сходится абсолютно, будучи суммою конечного числа абсолютно 
сходящихся рядов. Отсюда следует, что и ряд 


[2 #2) 
ъ й рН. я к 
%(@=)) сиб — У бытии п 
#—0 я—==0 


сходится абсолютно. Остается показать, что 
= Е (а). 


Для этой цели заметим, что при т >> в (=) 


|1) —У в.а" || На)— За 9" + Ра 
и— | у у 
и та | 
= | о — Ува «| | | <: 1+ и. 
у У й—|2| | 


. Так как левая часть этих неравенств от эт, а, следовательно, 
и от Е не зависит, то она должна быть точным нулем, откуда 


о 
(а) = уе,“ = а), 


и—о 


а так как точка 2 выбрана произвольно, то теорема \“ 
доказана 

ТЕОРЕМА У]. Два степенные ряда, значения которых совта- 
ино между вобою во ввег точкаг некоторой кривой, проходящей 
через точку = ==0, — тождественны, т.-е. имеют весе коэффици- 
енты совпадающими. 

В самом деле, пусть %(2) и (2) суть эти два ряда. 
В таком случае, прежде всего, 4(0)=5(0), т.е. первые 
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коэффициенты совпадают между собою. Но далее и (0) = 
— ©'(0), ибо при вычислении 


47 (0) = Иа 


А=— 


442) — 40, 
А 


® 


мы можем приближать Аг к нулю по значениям, расположен- 
ным на данной кривой, и при вычислении (0) поступать 
таким же образом. При этом мы неизменно имеем 


А Рид Аз н 


© 


а следовательно, и в пределе 9(0) = (0). Отсюда следует со- 
впадение коэффициентов при первой степени 2 в обоих рядах. 
Но далее мы можем показать, что первые производные обоих 
функций будут совпадать во всех точках данной кривой, ибо 
если г и 2 |-Аг суть две любые точки этой кривой, то 


ЗОЖ сем, 
Аг Аг 


откуда в пределе (2) = (2) вдоль всей кривой. Таким же. 
образом мы покажем совпадение вторых производных и выте- 
кающее отсюда совпадение коэффициентов при 27, ит. д 
Легко можно было бы изменить наше рассуждение таким 
образом, чтобы в предпосылках кривая могла быть заменена 
любым множеством, для которого точка 2 ==0 является пре 
дельною. 

Рассмотрим теперь некоторые приложения двух послед- 
них теорем. 


22 
Полагая 105 1) =2—5 5+ ...› Мы должны иметь 


6109 1+ —1-|- 2. В самом деле, соотношение это выполняется 
для всех действительных значений 2 винтервале— 1<=<-|-1 
В силу теоремы У, функция © 1+2 может быть представлена, 
степенным рядом, расположенным по степеням 2. Для дей- 
ствительных значений 2, ряд этот есть 1--2; на основании 
теоремы \1, он тождественно совпадает с 1-|-2. Таким 
образом, и в комплексной области логарифм, определенный 
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с помощью степенного ряда, является обращением показа- 
тельной функции. 

Однако в комплексной области логарифм определяется 
не однозначно. В самом деле, из соотношения 


2: — ©0852 | ёзщг 
следует, что при любом значении 2 


[2 — 2 511 #2. 


Поэтому, мы неизменно имеем 
© — 60$ (= — айт) — 5 (12 — 211) = 08 &2 — #1 #2 = 
==е, если # — любое целое число. 


Таким образом, если е=а, то и еъ+?=® — а. Если В есть 
логарифм числа а, то и 6-|- 21 есть, следовательно, лога- 
рифм числа а. Однако все это будет строго обосновано 
лишь после того, как мы покажем, что функции эта и 6082 
сохраняют свою периодичность и в комплексной области, 
т.-е. что и для комплексных значений 2 


вт (2-- 21й) =зшг и 05 (2-|- 21#) = с032. 


Так как ряд Тау!ога функции с052 сходится при любом 
значении 2, то ряд 


соевое 1 _ 


сходится также при всех значениях 2, вследствие чего 
605 (=-|- 21й) также есть аналитическая функция от 2. Поэтому, 
в соседстве точки 2=0 имеет место разложение 


608 (2-21) = НВ а-Р... 


Но для действительных значений 2 мы неизменно имеем 
608 (=--21й) =с0$2. Поэтому, ряды функций с0$ 2 и с03 (2214) 
имеют одинаковые значения при действительных значениях 
= в соседстве точки 2-0. На основании теоремы УТ 
отсюда следует, что при любом значении # 


с08 2 = с08 (2 -|- 2й). 
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Подобным же образом для области комплексных чисел дока- 


: Е И 
зываются соотношения з1 (г —- 241) = зщ: и т (5 —г) —= 6082. 
‹ 4 


Из доказанной периодичности функции е: мы заключаем 
(см. т. Г стр. 12—13), что эта функция — трансцендентная. 

Аналогичным образом мы убеждаемся, что соотношение 
ее 0.0 сохраняет силу и для комплексных значений 
и из. Ибо, будучи справедливо для действительных ни $, 
оно справедливо и для того случая, когда ч действительно, 
а г комплексно; а отсюда уже мы заключаем, что оно сохра- 
няет силу и тогда, когда и и х—оба комплексны. 

Дальнейший пример представляет нам распространение 
на комплексную область формулы бинома. Для всех ком- 
плексных 2, для которых |2,<.\1, мы имеем, напр., 


Е ИИ: г 
ИРУ =1- + (И и+.... =. 
2 
В самом деле, так как соотношение 
2 
[#+5+() +... | 


справедливо для действительных значений 2, удовлетворяю- 
щих условию |2|< 1, то на основании теорем Уи УГ оно 
сохраняет силу и для комплексных значений 2. Точно так 
же по степеням 2 можно разложить функцию Уг--а, где 
а есть любое отличное от нуля комплексное число; ибо 


Иа -раИ 1-2 —=Узи1-Гу—=рЬа % (9. 


Вернемся еще раз к логарифму. Некоторая функция, 
аналитическая в соседстве точки 2==0, оказалась обраще- 
нием показательной функции. Эта обратная функция является, 
следовательно, аналитической для значений показательной 
функции, по модулю меньших единицы. Как же обстоит дело 
при других значениях? Мы покажем, что и там функция, 
обратная показательной, есть аналитическая функция. Вслед- 
ствие того, что производная функции е* нигде не обращается 
в нуль, это вытекает из следующего предложения. 
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ТЕОРЕМА \П. Пусть функция Г(2) анамоническия во со- 
се тиве точки 2= а. Ицеть Гда) = и РЁ (@) 20. Тоба ут 
нение ®==Р(2), № 5 еть постоянное число. принадлежащее 
некоторой окрестности. точки 6, имеет обно и только одно реше- 
ние, расположенное в окрестности точки а. и опре сляемая этим 
решением обратная функция в—$ (0) является аназматической 
в соседеиве точки ф-=ф. 

Покажем сначала, что для любого ®, принадлежащего 
некоторой окрестности точки 6, уравнение = (2) имеет 
не более одного решения, лежащего в окрестности ТОЧКИ #=—4. 
Вот что мы под этим разумеем: существует такая окрестность 
точки 2=а, в Которой функция ®—/(2) всякое свое зна- 
чение принимает только однажды, т.-е. только в одной точке. 


В самом деле, мы имеем 
2.) —Ё(2.) 
ас Жо 
21 — #2 
+4 Ка, — (а — а — а) + а — 9 +... 
Пусть ” есть число, меньшее, нежели радиус круга схо- 
димости функции / (#) с центром в точке а. Если |2, —@! =” 
и |2. —а| =, то 
—(2.) | | 
РВ а аа, Зуи а 
21 — ой 
где ряд правой части сходится, ибо члены его суть модули 


производных членов ряда Г (2). 
Так как при малых значениях г правая часть сколь 


угодно мала, То существует такое число П, что при 
я: | = В,|2.| = В 


ма ий Е 
ржет 2 
откуда 
[(=)— (2)! Г (=, ) — Ё(=,) [1 1а,| 
р а =“ М 21 — 10 7 | |= 


Таким образом, при |2, —а| = В, |2, —а| ЗВ и #524, 
мы имеем Г (2,)52/ (25), т.-е. при | —а! < В функция всякое 
свое значение принимает не более одного раза. 
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Нам остается показать существование единственного сте- 
пенного ряда 


&=«а-6 (®—5)-+..., 


принимающего значение 2=а при о ==6, сходящегося в со- 
седстве точки « —6 и удовлетворяющего уравнению в —=/ (2). 

Прежде всего мы можем чисто формально, так назы- 
ваемым способом неопределенных коэффициентов, построить 
ряд, формально удовлетворяющий данному уравнению. Если 
затем нам удастся доказать сходимость построенного ряда, 
то из теоремы У будет следовать справедливость теоремы УП. 
Этот план мы теперь осуществим детально. 

В целях вычислений, нам будет удобнее писать ряд для 
функции в = (2) в следующем виде 


ю—6— а, (2—2) -|- 9, (2 — а)? -- РЕЯ 


Пусть теперь существует ряд, сходящийся в соседстве 
точки и—=6 и удовлетворяющий данному уравяению 


2— в-6, (® —5)--6, («— в)... 


Мы подставим этот ряд вместо #—а в наше уравнение, 
расположим результат по степеням ®—6 и на основании 
теоремы У получим уравнения, служащие для определения 
коэффициентов 65,. В самом деле, так как полученный нами 
ряд сходится к нулю') для всех значений и, то на оенова- 
нии теоремы УП все коэффициенты его равны нулю, что и 
дает нам уравнения, из которых один за другим опреде- 
ляются коэффициенты искомого ряда. Мы находим 


1— аб, == 0, еб, а,Ы =0, — в 6 Г За, В, В, и, =0,... 


откуда последовательно определяем 6, 6,, 6.,-.. Таким обра- 


зом, мы видим, что ряд, удовлетворяющий поставленным 
требованиям, может быть только один; вместе с тем, мы 
имеем способ для построения этого ряда, если он существует. 


1) Предполагается, что все члены уравнения перенесены в одчу 
часть. Прил. пер. 
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Чтобы доказать сходимость этого формально построенного | 
ряда, а вместе с тем и существование решения нашего 
уравнения, мы должны пойти несколько далее и составить себе 
представление о величине модулей полученных нами козф- 
фициентов. Самый вид уравнений, определяющих числа 6,, 
показывает нам, что модули произведений а, 0, увеличатся, 
если каждый из коэффициентов «., а., ... мы заменим его 
модулем или еще большим положительным числом. Но мы 


м : 
знаем, что 4. а ‚ если #(2) при |2 — а! = В, абсолютно 


сходится, и || (2)| при этом не превышает №. Делая эту 
замену, мы, очевидно, для произведений а,в, получим те же 
значения. как если бы мы стали применять наш процесс 
к функции, изображаемой рядом 


о-в’ ре... : 


вместо того чтобы применять его к данному нам ряду. Но 

сумма последнего ряда легко может быть найдена, что при- 
водит нас к уравнению 
< М(е— в? | 

ю— 6 ==а. (2—4) — 2 = Е 

м 


или 
(#2 — ч)? +») —(@2— и) (+ ) (®—5)—=0. 


Отсюда же следует 


Ею — В) {а № И Вова. В)?— 4—6 (а ВЫЕМ) 
2ев— м) ' 2 ВМ) . 


#—и— 


при чем знак радикала должен быть выбран таким образом, 
чтобы при ®=—=6 мы имели 2=. 

Радикал, стоящий в правой части, разлагается в ряд, 
сходящийся в соседстве точки в == 5. В самом деле, мы знаем, 
что у х-- а? Е разлагается по степеням г; в это разложение 
нам остается внести вместо х некоторый трехчлен второй 
степени относительно ® — 6, чтобы на основании теоремы \ 
получить разложение квадратного радикала в ряд. Но так 
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как мы знаем, что коэффициенты получаемого таким обра- 
зом ряда по модулю превосходят коэффициенты того ряда, 
который формально удовлетворяет первоначально данному 
нам уравнению, то и последний ряд сходится в соседстве 
точки о—5. Тем самым доказана теорема УП. 

Применяя ее в частности к функции ®-=е, мы имеем, 
определение функции 2-=10с ® при любом значении ® 52 0, 
ибо функция е’ все такие значения принимает. В самом 
деле, полагая ю==5е и 2=—х--й, мы находим 2—е 
}—и-- 2йк, откуда и следует наше утверждение. В каждой 
точке 20 логарифм есть аналитическая функция. 

Подобным образом мы убеждаемся и в том, что агезшх 
также есть многозначная функция, принимающая бесчислен- 
ное множество значений. Эта функция довольно тесно свя- 
зана с логарифмом. 

В самом деле, мы имеем 


с" —608 2-35 И © °==06082 —191 2, 
откуда. 


е:3 ег . ©! ЗЕЕ, ег 
©032 = Ее ее И а =. 


Разрешая относительно 2, мы находим 


атосов = 108 (Ни, 


па бюе(-ЕиИТ- 8 
аговт 5= -.- 108 рт. 


Далее, 


откуда 


1 
атс © 1=5; 105 


Теперь мы можем немногими словами обосновать закон- 
пость того применения мнимых чисел, которым мы пользо- 
вались при разложении на простейшие дроби и интеграции 
рациональных функций, 


Условимся и в комплексной области писать 


и (а. 


(г) = \Е (2) 42, если 


Это уравнение определяет функцию „/\(:) с точностью 
до произвольной аддитивной постоянной. В самом деле, 
если 


Гоща... 
то ряд 


(=) =А- Ее м 


дает нам решение уравнения). Это решение будет един- 
ственным. Ибо, если 3% (2) есть второе решение, то значения 
рядов -7’(2) и $'(=) совпадают во всех точках, принадлежа- 
щих обоим кругам сходимости ?). Отсюда следует, что коэф- 
фициенты при всех степенях 2, начиная с первой, одинаковы 
в обоих рядах. 

При интеграции рациональных функций дело существен- 
ным образом сводилось к доказательству соотношений 


10с (2 Е № и и 1 Е "( . | 
в О Ч2\ а—а) 2--а 


То и другое непосредственно вытекает из изложенного 
нами. Вторая формула получается непосредственным вычисле- 
нием производной, как предела отношения приращений. 
Чтобы доказать первую, мы заметим, что соотношение 
® — 105 (2 —а) равносильно соотношению г==а-е^3), и что, 


42 
следовательно, -„. == 2”. Отсюда, 
Фо __ т 1 
2 “аа 


1) Сходимость ряда без затруднений следует из приныипа сравнения 
рядов. В том, что ряд удовлетворяет уравнению мы убеждаемся, выполняя 
дифференцирование. 

?) Оба, решения, как показано выше, разлагаются в ряды по степе- 
иям 2, сходящиеся в соседстве точки х == 0. 

3) Отсюда мы и заключаем, на основании тсоремы УИ, что 105 (5—4 
есть аналитическая функция От 5. 
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